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1. Inleiding. We zullen trachten in deze paragraaf een intuitieve
inleiding te geven tot enkele van de achtergronden die aanleiding
hebben gegeven tot de ontwikkeling van de algemene topologie. Daarbi]
zullen sommige formuleringen noodzskelijkerwijs ietwat vaag en onscherp
zijn. In de volgende paragraaf zullen we dan met de strenge opbouw van
de theorie beginnen.

De topologie onderzoekt eigenschappen (de z.g. topologische eigen-
schappen) van "figuren" (topologische ruimten) *) 3ie behouden blijven
onder de z.g. topologische transformaties (topologische afbeeldingen,
homeomorfie&n). Dit zijn, ruwweg gezegd, transformaties waarbij niet
gescheurd en niet geplakt wordt. Twee figuren die d.m.v. een topologi-
sche transformatie in elkaar zijn over te voeren zullen topologisch
aequivalent of homeomorf heten., Twee homeomorfe figuren mogen dan op
grond van andere, niet-topologische, eigenschappen nog zoveel ver-

schillen, voor een topoloog zijn ze hetzelfde.

Voorbeeld:
Beschouw de volgende figuren

I. de rand van een vierkant

ITI. een cirkelrand

III. een lijnsegment

T en IT zijn topologisch aequivalent (ze kunnen zonder plakken of
scheuren in elkaar worden overgevoerd) maar III is topologisch een
andere figuur (om II in III over te voeren zal men moeten scheuren
of plakken, en om IIT in II over te voeren zal men moeten plakken).

Om in het algemeen te bepalen of twee figuren homeomorf zijn
moet men een topologische transformatie construeren die de ene figuur
in de andere overvoert. En om te laten zien dat twee figuren niet

homeomorf zijn, dient men te laten zien, dat zo'n topologische trans-—
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de precieze definitie volgt later; voorlopig kan men denken asan fi-
gtren in het platte vlak, maar het algemene geval kan veel abstrac-
ter zijn.



formatie niet bestaat; meestal doet men dit door een topologische
eigenschap op te sporen, die de ene figuur wel, en die de andere niet

heeft.,

Alvorens de hier weergegeven gedachten wat nader te concretiseren,
herinneren we aan een paar definities.

Fen functie (afbeelding) f van een verzameling X naar (in) een

verzameling Y (f: X > Y) voegt aan elke x€X een y €Y toe. y is door
x en door f volledig bepaald; we schrijven y = £(x).
Fen functie f: X >~ Y heet 1-1-duidig indien uit X, # x, steeds

volgt dat f(x1) # f(x.). De functie f_1: Y + X die gedefiniéerd wordt
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door: f_j(y) = x dan en dan slechts als f(x) = y, heet de inverse
functie van f. f—-1 is dan ook 1-1-duidig.

Een functie f: X - Y heet (afbeelding-) op indien bij elke ye¥Y

een xe&X is te vinden zodanig dat y = f(x).

We kunnen nu zeggen dat een topologische transformatie van een
figuur X in een figuur Y in ieder geval een functie van X op Y zal zijn
(immers, er mag niet worden gescheurd, d.w.z. geen punt x&X mag in
meer dan é&n punt y &Y worden overgevoerd) - en zelfs een 1-1-duidige
functie (immers, er mag niet worden geplakt, d.w.z. geen twee ver-
schillende punten x1,x2éEX mogen in hetzelfde punt y&Y worden over-
gevoerd).

De eis dat bij een topologische transformatie f: X > Y niet
gescheurd mag worden, houdt echter nog meer in. Hij zal ook betekenen
dat voor elke x,e&X geldt dat f(x) dichter bi] f(xo) ligt naarmate
x dichter ligt bij Xq3 navwkeuriger gezegd: voor elke erEX geldt, dat
bij iedere € > 0, een § > 0 is te vinden zodanig dat de afstand tussen
f(x) en f(xo) kleiner is dan € voor alle x €X waarvan de afstand tot
X kleiner is dan 8. {We zullen dan zeggen dat de1functie f continu is.)
Fn iets dergelijks moet gelden voor de functie f : ¥ » X.

Voor de formulering van deze eis is dus nodig dat zowel in X als
in Y een afstand tussen de punten is gedefiniéerd. Vandaar dat we de
opbouw van de theorie beginnen met het begrip metrische ruimte. Het al-

gemenere begrip topologische ruimte zullen we dan daarna definiéren.
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We eindigen deze inleiding nu met twee los van het voorgaande
staande opmerkingen.
(i) Als X en Y verzamelingen zijn, dan wordt X x Y gedefiniderd
door

X xY={(x,5)]|x€X en yev}.

Hierin is (x,y) een geordend paar met le cod8rdinaat (compo-

nent) x en 2e codrdinaat (component) y.

((x,y) = (y,x) dan en slechts dan als x = y.)
(ii) Als f: X » Y een functie is, en ACX, BCY dan definiéren we

' £[a] = {£(x) | xeA]}
en

£ [B:[ = {x | f(x)eB}.

(Als f: X » Y 1-1-duidig en op is, dan heeft f_1[§] formeel

twee betekenissen; deze komen echter op hetzelfde neer.)

2. Z1j X een verzameling, en zlij R de verzameling der niet-negatieve
redle getallen.

Een functie
+
p:XxX > R

heet een metriek voor X, indien voor alle x,y,z &X geldt dat

(1) p(xa;‘f) 0 <==>x =1y
D(y,x)

(iii) p(x,2) < p(x,y) + o(y,z) (driehoeksongelijkheid)

(ii) e(x,y)

Het paar (X,p) heet dan een metrische ruimte. p(x,y) heet de afstand

tussen x en y.
De verzameling
B.(p) = {x | o(x,p) <z} (r>0)

heet de (open) bol, met straal r en middelpunt Dp.



Voorbeelden :
T. Voor een willekeurige verzameling X kunnen we definieren

{p(x,y) =0 alsx=y (x,y €X)

i als X # 7

o(x,y)
Dan is (X,p) een metrische ruimte.

IT. 7Zij R de verzameling der reéle getallen.

Indien p(x,y) = |x-y| (x,y €R) dan is (R,p) een metrische ruimte.
IIT. (generalisatie van II). Zij

Rn={(x,],x cess X_) IxieRvoori=‘l,2, ...,n]]'

2° n

. n n
Indien x = (X1’X2""’Xn)eR eny = (y1,y2,...,yn)eR dan
definiéren we

p(xa.V) = { (Xl - yi)g}% (*’)

I o~-s

1=1

We zullen bewijzen dat p een metriek is voor R". Eerst tonen we

echter aan de volgende

Hulpstelling : Indien pi,qieR voor 1 = 1,2,...,0 dan geldt

Bewijs :
Voor alle reéle t geldt

n n n n
2 2 T 2 2
0 < Z (pi‘t + qi) =1 Z p. + 2t E p.q. *+ Z q.

Maar dan is de discriminant van de kwadratische vorm in het rechter-

1id < 03 d.w.z.

n
(] o)) <0

n > n
WL opgay)” - ML %)
= = 1=

1 .
1 1

2 2
of (I p5a,)° <
1=1
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Bewering : () is een metriek voor R .

Bewijs :

Van de drie eisen, die aan een metriek zijn gesteld, zijn de
eerste twee evident. We behoeven dus slechts de driehoeksonge-

lijkheid te bewijzen. D.w.z. we moeten aantonen dat

{

i

[t a)

. 213 T 2, 5 2.1
1 (Xi—zi) }2 i.{ié (Xi—yi) }2 + { E (yi_zi) }

=Y. = P =%, = Q. c=Z. = p.+q.
oftewel, als men stelt X:~Vs P:s V3 Zl 9 (zodat Xs zl p; ql) ’

n n n n % n 1
2 > > 2,1 2.1
I (pg+ap)® < ) oy + 1 oy +20 ) 2% (1 q))?,
521 5121 321 521 321
l.e.
n n 4 n 1
2.} 2.1

2 | pias =20f p)? ([ oD%

$=1 321 =1

maar dit volgt ommiddellijk uit de hulpstelling.

(R%,0) heet de n-dimensionale Fuclidische ruimte (voor n = 1

is dit de rechte lijn, voor n = 2 het platte vlak).

o~ 8

IV. zij H = {(xj, X5 eee) | x; &R voor i=1,2,0003 x? < =},
i=1
Indien voor alle x = (x1,x2,x3,...)eH eny = (y1,y2,y3,...)eH

o(x,y) wordt gedefinieerd door

Ol-2

1 (xi—yi)e}

o(x,y) =1
i

e~ 8

dan kunnen we weer aantonen dat o een metriek is voor H, (H,p)

heet de Hilbert ruimte.

3. Laat nu (X,p) en (Y,0) metrische ruimten zijn.

Een functie f:X - Y heet continu in x.eX indien bij iedere ¢ > 0
een § > 0 is te vinden zodanig dat o(f(x),f(xo)) < € voor alle x&X

die voldoen aan p(x,xo) < 8§,

&



Opmerking : Hetis duidelijk dat deze definitie een veralgemening is van
de bekende definitie van continuiteit voor een functie f:R - R (waar-

bij R de gewone "absolute-waarde-metriek" heeft) .

We kunnen de definitie ook nog wel anders formuleren. Daartoe voeren

we het volgende begrip in.

7ij (M,d) een metrische ruimte. Zij p &M. Een verzameling OcM heet

een omgeving van p, indien er een bol Br(p) bestaat zodanig dat
B.(p) cO.
I.h.b. is elke bol Br(p) zelf een omgeving van p.

Indien weer (X,p) en (Y,0) metrische ruimten zijn, dan kunnen we de

bovenstaande definitie nu ook als volgt onder woorden brengen :

Fen functie f£: X - Y heet continu in x.e&X indien bij iedere omgeving

v ) (van f(xo) in Y) een omgeving U, (van x. in X) is te vinden

f{x o

0 0

met de eigenschap dat fLUX ] Cvf(x )
0 0
Fen functie f: X - Y heet continu, indien f continu is in iedere x€X.

Ook deze definitie kunnen we op een andere wijze formuleren.

Daartoe hebben we het volgende begrip nodig.

7ij (M,d) een metrische ruimte. Een niet-lege verzameling G<CM heet
open, indien bij elke y &G een bol Br(y) is te vinden, zodanig dat
Br(y) cG. (Anders gezegd : G is juist dan open als G een omgeving

bevat van elk van zijn punten.)

Elke bol Br(x) is een open verzameling. M zelf is open. De lege

verzameling ¢ is per definitie open.

Merk op dat een verzameling O<CM juist dan omgeving is van een punt

p €M indien er een open verzameling G bestaat zodanig dat p&€GcO.

Bewering : Als (X,0) en (Y,0) metrische ruimten zijn, dan is een functie
f:X + Y continu, dan en slechts dan indien voor iedere open verzameling

G in Y geldt dat £ [G] open is in X.



Bewijs :

(i) zij f continu.
Laat dan G een niet-lege open verzameling zijn in Y. Zij
ef—1[G:[. Dan is f(x

X ) €G. Daar G een omgeving is van :f'(xo)

0 0]
bestaat er een omgeving (waarvoor we zonder beperking der
algemeenheid een bol kunnen nemen) B (xo) van X, zodanig dat
f[Br(xo)—_'[CG; maar dan is Br(xo) cf ' [¢]. Daar x, een willekeurig

punt in f-1ﬁﬂ was, volgt dat f-1ﬁﬂ open is.

(i1) We bewijzen nu het omgekeerde. Kies daartoe x,&X en een wille-
keurige (zonder beperking der algemeenheid : open) omgeving

- )
Vf(xo) van f(xo). Dan 1s f Evf(xo)] een open omgeving van XO’

terwijl bovendien f‘{:f‘_1 v 1ev ; duw.z. £ is continu in x .
£x,) f(xy) 0

Daar X, echter willekeurig is in X, volgt dat f continu is.

L. We bewijzen nu twee fundamentele eigenschappen van open verzame-—
lingen in een metrische ruimte. Deze eigenschappen zullen we gebruiken
in de definitie van het begrip topologische ruimte - welk begrip dan
als een generalisatie van het begrip metrische ruimte kan worden

opgevat.

Bewering : Zij (X,p) een metrische ruimte.
(1) De vereniging van een willekeurige familie van open verzamelingen
is een open verzameling.
(ii) De doorsnede van een eindige familie van open verzamelingen is

een open verzameling.

Bewijs :

(We kunnen ons beperken tot niet-lege families van niet-lege verzame-
lingen).

(i) is onmiddellijk duidelijk.

Wat (ii) betreft merken we allereerst op, dat het voldoende is aan te
tonen dat de doorsnede van twee open verzamelingen weer open is, en
vervolgens, dat de bewering dan onmiddellijk volgt uit de volgende

propositie :

&



Indien yeBr(p) (\Bs(q) dan bestaat er een t > 0 zodanig dat
Bt(y) CBr(p)ﬂ B, (a).

Dit laatste tonen we nu aldus aan.

Zij t = min(r-p(p,y), s-p(a,y)); dan is t > O.

Indien nu x€B, (y) dan volgt

p(p,x) < o(p,y) + o(y,x) < olp,y) +t < r, i.e. xe&B (p).

Op dezelfde manier xe.BS(q) . Dus xeBr(p) (\Bs(q_) . Daar x een willekeurig
element eBt(y) was, volgt het gestelde.

5. 7Zij X een verzameling. Een familie “J ven deelverzamelingen van X heet
een topologie voor X indien

(i) ¢€J en xe€

(ii) de vereniging van elke deelfamilie van‘d tot Y behoort

(3ii) de doorsnede van elke eindige deelfamilie van 9 tot 9 behoort

Het paar (X,7]) heet dan een topologische ruimte.

De verzamelingen 0&% heten (':7-—)oEen.

Voorbeelden
I. 7ZiJ X een verzameling. Indien ‘J de familie van alle deelverzame-
lingen van X is, dan is (X,%) een topologische ruimte. ) heet

dan de discrete topologie voor X.

II. Zij X een verzameling. Indien V= {¢,X} dan is (X,%) een topolo-

gische ruimte. J heet de indiscrete topologie voor X.

Opmerking : Indien ':11 en ﬂg twee topologieén zijn voor X, zodanig
dat 71Q'32, dan heet '371 kleiner (grover) dan'Jz; '32 heet groter

(fijner) dan ‘ﬂ1a De indiscrete topologie is de grofste en de

discrete topologie is de fijnste topologie voor X.
III. 7Zij X een verzameling. Zi]
J=1a| AcX, X\A is eindiglu{s}.
Dan is (X,”J) een topologische ruimte. %) heet de eindig-complement

topologie.




IV. Zij (X,p) een metrische ruimte. Indien % de familie van alle
open verzamelingen (zoals gedefiniéerd in §3) is, dan is (X,J)

een topologische ruimte. °J heet de metrische topologie (geindu-

ceerd door de metriek p).

Indien (X,J) een topologische ruimte is, en indien er een metriek
o voor X bestaat, zodanig dat de door p geinduceerde metrische

topologie juist 4 is, dan heet (X,Y) metrizeerbaar.

(We zullen zien dat niet elke topologische ruimte metrizeerbaar
is.)

V. Onder een geordende verzameling zullen we in het volgende verstaan

een paar (X,<), waarin X een verzameling is en < een relatie
("kleiner dan") tussen de elementen van X zodanig dat
(i) voor elk tweetal elementen x en y van X geldt juist &én van

de betrekkingen
X<y, y<x, x=y

(ii) voor elk drietal elementen x, y en z uit X geldt
(x <y en y<z) =>x<z

Onder een (open) interval in (X,<) zullen we verstaan een verza-

meling van de vorm {x | a <x < b}, en als X een kleinste element
p (resp. een grootste element q) heeft ook elke verzameling van

de vorm {x | p < x < b} (resp. {x | a < x < q}).

Zij nu (X,<) een geordende verzameling. Zij 7. de familie bestaande
uit ¢ en alle deelverzamelingen G van X met de eigenschap dat er
voor elke geG een (open) interval I bestaat, zodanig dat

g€l cG. Dan is (X,f]() een topologische ruimte. /J< heet de

orde-topologie.

VI. De reéle rechte R is zowel een metrische ruimte als een geordende
verzameling. De metrische topologie valt samen met de orde-topologie.

Men spreekt van de gewone topologie voor R.
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6. 7ij X een topologische ruimte ide aanduiding "4" voor de topologie
wordt bijna altijd weggelaten).
Een verzameling U heet omgeving van een punt p &€X, indien er een open
verzameling G bestaat zodanig dat p &G cU.
Merk op dat een verzameling juist dan open is als hij een omgeving

bevat van al zijn punten.

Laat (X, 71

Een functie f: X = Y heet continu in x. €X indien bij iedere 71—

) en (Y,’JQ) topologische ruimten zijn.

omgeving V ) (van f‘(xo) in Y) een omgeving U, (van x, in X) is

0
f(xo) *

Fen functie f: X ~ Y heet continu, indien f continu is in jedere x&X.

f(xo 0

te vinden met de eigenschap dat fEUx Jev
0

Bewering : Als (X/,'J.z) en (Y,'.72) topologische ruimten zijn, dan is een
functie f : X > Y continu, dan en slechts dan indien voor iledere

',72-open verzameling G (in Y) geldt dat £ [c] /:71-open is (in X).

Bewijs :

Volkomen analoog aan het bewijs van de analoge bewering in §3.

Twee topologische ruimten (X,'71) en (Y,'je) heten topologisch aegquivalent

of homeomorf indien er een 1-1-duidige functie van X op Y bestaat, zo-
danig dat f en £ beide continu zijn.

f heet dan een topologische afbeelding of een homeomorfie van X op Y.

Onder f worden de ql—open verzamelingen dan op de /je-open verzamelingen -
en onder f—1 de ”Jz—open' verzamelingen op de 'j.]—open verzamelingen
afgebeeld.
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Colloguium "Topologie"

5 oktober 1966

To Z1J (X,j) een topologische ruimte.
Een deelfamilie 55(.7 heet een basis voor de topologiey indien iedere

oed ae vereniging is van elementen van P.

Bewering: Een deelfamilie B van 7 is dan en slechts dan een basis voor

] indien
Voel Wxeo IBeB : xeBeo
Bewijs: duidelijk.

Stelling 1: Laat '71 en ’:72 topologieén zijn voor de verzameling X.
Zij 9.2 een basis voor 71 en zij 932 een basis voor 72.

Dan is Aj‘i = ’.72 dan en slechts dan indien

VB,!éﬁ] Vx1éB1 3132&%2 : X,EB,CB, (1)
en \7'132e552 ngeB2 3B15ﬁ1 : x,&B,CB, (2)

Bewijs:
(i) Indien /31 = /‘72 dan volgen (1) en (2) direct uit de voorafgaande

bewering.

(ii) Uit (1) volgt dat iedere B1éf’31 de vereniging is van elementen
BQé ‘I% Dan is ook iedere 016 71 de vereniging van elementen
Beé_‘f’ 3 AeWezZo O1€’32.

Ergo: /716’72.
Op dezelfde wijze volgt uit (2) dat ’72 C.'71-
Mear dan is ’11 ='j2.

In de volgende stelling is de topologie niet van te voren gegeven.

Stelling 2: Zij X een verzameling, en zij Been niet-lege familie van
deelverzamelingen van X, met de eigenschap dat UB-=x.

Dan is Been basis voor een topologie, dan en slechts dan als

Vu.veD VYieuny JveB : xewcuav
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Bewijs:
(i) Indien Peen basis is voor een topologie %), dan geldt voor alle
U,Ve B dat UnvVe. De rest volgt dan onmiddellijk uit de boven-
staande bewering.
(ii) Om het omgekeerde te bewijzen definiéren we ) als de familie van
die verzamelingen van X, die de vereniging zijn van elementen
van B. We tonen aan dat %] een topologie is voor X (dan is B een =%
basis voor %J). In de eerste plaats is het duidelijk dat de vere-
niging van elke deelfamilie van 7] weer tot % behoort. Laat ver-
volgens U1 en U2 willekeurige elementen €% zijn en zij er1 nUQ;
daar zowel xe:-,U,I als xé02 volgt het bestaan van B1,B2é9320danig
dat x&B CU’I’ xeB2 cU_ en dus x€B, NB

1 2 1 2

het gegeven bestaat er nu een B3&93 zodanig dat x E.B?)c'_B1 nB2C U’i I'\U2.

Daar dit geldt voor alle x eU,I ('\U2 volgt dat U,]

van elementen BE B, d.w.z. U1 (\Uge . Hieruit concludeert men

c.U1 nUZ. Op grond van
nU2 de vereniging is

onmiddellijk dat de doorsnede van elke eindige deelfamilie van J

weer tot ’7 behoort.

7ij (X,%)) een topologische ruimte.
Een deelfamilie 8] heet een subbasis voor de topologie ] indien de
familie 93van alle eindige doorsneden van elementen van F een basis

is voor 4J.
Uit stelling 2 volgt dan onmiddellijk

Stelling 3: Iedere niet-lege familie & van deelverzamelingen van een
verzameling X met de eigenschap dat U¥$ =X is de subbasis van een
topologie 7.

(/) is natuurlijk eenduidig door & bepaald. J is de kleinste topologie
D% voor X.)

Voorbeelden:
T. 7ij (X,p) een metrische ruimte. De familie der open bollen is een

basis voor de metrische topologie.
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II. 7ij (X,<) een geordende verzameling. De familie der open intervallen
(als gedefiniderd in voorbeeld V op blz. 9) is een basis voor de
orde-topologie. De familie der verzamelingen van de vornm
{x | x > a}, {x | x < b} (a,beX) is een subbasis voor de orde-

topologie,

PR~
Opgave: Zij R® = {(x,‘ ,x2) ] x1,x25R}.
Mls x = (x,,x,) eny = (y,,y,) 2ij dan
1°72 5 1°72 2.}
p(x,y) = {(x7y )7 + (x,7y,)} en o(x,y) =[xy, | + |xyy, .
Dan zijn (RZ,D) en (R®,0) metrische ruimten met dezelfde metrische

topologie.

8. Men zegt dat een topologische ruimte X aan het 2e aftelbaarheids-

axioms voldoet, indien er een aftelbare basis bestaat voor de topologie

in X.

Voorbeeld: De metrische ruimten (Rn,p) van voorbeeld III op blz. k4
(en dus i.h.b. de re&le rechte) voldoen aan het 2e aftelbaarheids-

axioma .

Zij X een verzameling en zij A cX. Een familie Hvan deelverzamelingen
van X heet een overdekking van A, indien A CVUY; men zegt dan ook dat

N A overdekt.

Indien 7[67[, en indien ook W een overdekking is van A, dan heet Ween

deeloverdekking van “} voor A.

Als (X,%)) een topologische ruimte is, en AcX dan heet een overdekking

Hvan A een open overdekking indien ieder element vanﬁﬁ:qLopen is.

Stelling U (Lindeldf): Zij (X,%) een topologische ruimte die aan het
2e aftelbaarheidsaxioma voldoet. Zij A<X. Dan geldt: Iedere open
overdekking ‘J{van A heeft een aftelbare deeloverdekking'we

Bewijs:
7ij Deen aftelbare basis voor 7.
Va ea E]oae’x BeB : aepco,.
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7ij B = {Ba}aeA (€ B). @' is aftelbaar en dus begtaan er aftelbaar

vele a; €A (i =1,2,3,...) zodanig dat B = {Ba } . Daar B' een
i i=le
overdekking is van A, geldt hetzelfde voor W= ‘{Oa } (VD).
i i=1
Fen Lindeldf-ruimte is een topologische ruimte met de eigenschap dat

iedere open overdekking van de ruimte een aftelbare deeloverdekking
heeft.

Als bijzonder geval van stelling L hebben we dus

Stelling la: Een topologische ruimte die aan het 2e aftelbaarheids-

axioma voldoet is een Lindeldf-ruimte.

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist. We laten dit zien in

een
Opgave: Indien o een ordinaalgetal is, dan definiéren we
W(a) = {u | u ordinaalgetal < a}, W'(a) = W(a) via}

en we maken deze geordende verzamelingen tot topologische ruimten
d.m.v. de orde-topologie.
7ij dan Q het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal. Dan is W' (Q)

een Lindeldf-ruimte, maar W'(Q) heeft geen aftelbare basis.

[Aanwijzing: (i) 7ij ¥ een open overdekking. Er is dan een 0 &M zodanig
dat Q€03 zij I een open interval met R €Il <O. Als a = inf I, dan wordt
de aftelbare verzameling W'(o) zeker overdekt door een aftelbare deel-
familieﬂﬁ van K H = 'jq u{0} is nu een aftelbare deeloverdekking
van 'vaoor w{Q).

(ii) Dat W'(R) niet aan het 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet
ziet men, na bestudering van de volgende paragraaf het gemakkelijkst in
door op te merken dat W'(9) niet aan het Tle aftelbaarheidsaxioma vol-

doet: er is geen aftelbare locale basis in SZ]

9. Zij X een topologische ruimte.

7ij x€X. Een locale basis in x, of een basis voor het omgevingensysteem

in x 1s een familie erx van omgevingen van x met de eigenschap dat er

bij iedere omgeving Ux van x een BXeﬁzc bestaat zodanig dat xeBxCUx.
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Merk op dat de familie van de open omgevingen van x een locale basis
is in x.

Men zegt dat een topologische ruimte X aan het le aftelbaarheidsaxioma

voldoet, indien er een aftelbare locale basis is in elk punt xe€X.

Voorbeeld: Elke metrische ruimte voldoet aan het le aftelbaarheids-

axioma.

Stelling 5: Een topologische ruimte X die aan het 2e aftelbaarheids-

axioma voldoet, voldoet ook aan het le aftelbaarheidsaxioma.

Bewijs:
ZiJ Deen aftelbare basis van X. 7Zij xeX. Laat fB}; de deelfamilie van
DPzijn die bestaat uit alle verzamelingen waartoe x behoort. Dan is fo

een aftelbare locale basis in x.

Het omgekeerde van deze stelling is niet juist, zoals aangetoond wordt

door het wvolgende

Voorbeeld: Als X een overaftelbare discrete ruimte is, dan voldoet X

niet aan het 2e maar wel aan het le aftelbaarheidsaxioma.

10. Zij (X,7) een topologische ruimte.

Een verzameling FcX heet (J-)gesloten indien X\ F“J-open is.

Voorbeelden:
I. X en ¢ zijn gesloten.

II. In elke metrische ruimte (X,p) is de verzameling
5,(0) = {x | p(x,p) < 7}

gesloten ("gesloten bol") (r > 0).
Bovendien is elke verzameling die uit &&n punt bestaat gesloten.
IIT. In de reéle rechte is de verzameling {0,1,%,%,...} gesloten; de

verzameling {1,3,%,...} echter niet.
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Stelling 6: Zij (X,V) een topologische ruimte.
(i) De doorsnede van een willekeurige familie van gesloten verzame-
lingen is weer een gesloten verzameling.
(ii) De vereniging van een eindige familie van gesloten verzamelingen

is weer een gesloten verzameling.

Bewijs:
Volgt onmiddellijk uit de overeenkomstige eigenschappen van open

verzamelingen, de definitie van een gesloten verzameling, en het feit

dat

, n n
N xvo) =x\ U o), U (xNoy) =x\ N 0.
iel iel i=1 i=1
Als nu A een verzameling is in een topolbgische ruimte X, dan is de
doorsnede van alle gesloten verzamelingen DA kennelijk de kleinste
gesloten verzameling DA. Men noemt deze verzameling het gesloten

omhulsel of de afsluiting van A; notatie: A.

Merk op dat uit A cB volgt dat A<B.

Bewering: A is dan en slechts dan gesloten als A = A.
Bewijs: duidelijk.

Opmerking: Voor open verzamelingen heeft men iets analoogs:
(i) De vereniging van alle open verzamelingen C A is de grootste
open verzameling CA. Men noemt deze verzameling het inwendige
van Aj; notatie: AO.

(ii) A is dan en slechts dan open als A = NS

Een verzameling A in een topologische ruimte X heet (overal)dicht als

X = X. Een topologische ruimte heet separabel, indien er een aftelbare

verzameling dicht in ligt.

11. We zullen in deze paragraaf enkele andere karakteriseringen van de

begrippen "gesloten verzameling" en "afsluiting" geven.
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Zij A een verzameling in de topologische ruimte X.
Een punt p €X heet verdichtingspunt van A, indien voor iedere omgeving

Up van p geldt dat Up(\ (AN {p}) # ¢.

Merk op dat een verdichtingspunt van A al dan niet tot A kan behoren.

Voorbeeld: In de reéle rechte is O verdichtingspunt zowel van de

verzameling {O,%,&,...} als van de verzameling {%,%,...}.

De verzameling van alle verdichtingspunten van A heet de afgeleide
verzameling van Aj; notatie: A'.

Stelling 7: A is dan en slechts dan gesloten als A'C A.

Bewijs:

(i) zij A'c A.
Laat p een punt zijn €XNA. Dan is zeker p € A' en dus is p
geen verdichtingspunt van A. D.w.z. er is een omgeving Up van p
zodanig dat Up n(A\{p}) = ¢, oftewel, daar p €A, Up NA = ¢3
deW.2Zs UPCX\A. Daar p een willekeurig punt uit X\A is, volgt
dat X \A open is; A ig dus gesloten.

(ii) Zij A gesloten.
Laat p een punt zijn €X\A. Daar X\ A open is volgt dat er een
omgeving U van p is zodanig dat Upc: X\NA, oftewel UpnA = ¢, AeWaZo
Up N(a \{p ) = ¢. Dus volgt dat p & A'. Daar p een willekeurig punt
is van X \A volgt dat A'CA. ‘

Bewering: (i) Als A<B dan is A'CB'.
(ii) (AUB)' = A'UB!',

Bewijs:
(1) zij p eA'. Voor iedere omgeving Up van p geldt dat Up N(A \{p}) # ¢3

maar dan is zeker, daar A CB, UPO(B \{p}) # ¢. D.w.z. peB'.

(ii) Daar A,B c(A UB) volgt A',B'c(AUB)'; dus A' UB'C (A UB)'.
Indien p € A'UB', d.w.z. p €A' en p &€ B', dan volgt het bestaan
van twee omgevingen Up en Vp van p, zodanig dat Upn(A \ {p}) = ¢
en Vp N(B\ {p}) = ¢. Maar dan geldt voor de omgeving Wp = Uanp~
van p dat Wp N((AvB) \{p}) = ¢. Dus p € (A UB)'. Daar p willekeurig
is volgt dat (AUB)'C A'UB'.

&
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Stelling 8: & = AUA'.

Bewljs:
(i) We tonen eerst aan dat AUA' gesloten is - waaruit dan onmiddellijk

volgt dat ACAVUA'.
Aldus: Zij peX \(AUA'). I.h.b. is dan p €A' en dus bestaat er
een open omgeving Op van p zodanig dat Opﬂ(A\ Ip}) = OpﬂA = ¢,
Daar Op open is gekozen volgt dat Op omgeving is van elke qeaop;
mear den is geen enkele qéﬂ&)verdichtingspunt van A. Hieruit volgt
dat Opc:X \(AUA'). Eéar P Wilifkef?ig is volgt het_gestelde.

(ii) Voorts volgt uit AcA dat A'C A c A, en dus AUA'C A.

Gevolg: peA dan en slechts dan als voor iedere omgeving Up van p geldt
dat Up('\A # o

Stelling 9: AUB = A UB.
Bewijs: AUB =(A UB) U (A UB)'= (AUB)U(A'UB') = (AVA') U(BUB') = AUB.

Voorbeelden:
I. In een metrische ruimte is de gesloten bol Sr(p) niet noodzakelijk
de afsluiting van de open bol Br(p).
II. Tndien Q de verzemeling der rationale getallen is in de re€le rechte
R, dan is Q = R. R is dus een separabele ruimte.
III. Als A = {1,3,3,...} in R, dan is & = {0,1,3,%,...}.

12, Voor het speciale geval van metrische ruimten kunnen we de begrippen
"afgeleide verzameling" en "afsluiting" nog op andere wijze karakterise-

ren. Dat zullen we in deze paragraaf doen.

7ij (X,p) een metrische ruimte.
Tndien A en B deelverzamelingen van X zijn, dan defini&ren we de afstand
van A en B als

p(A,B) = inf p(a,b).

aeh
beB
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AMls A uit één punt bestaat, dus A = {a}, dan schrijven we p(a,B) i.p.v.
o({a},B).

Ms A en B beide uit één punt bestaan, A = {a} en B = {b}, dan is
p(4,B) = p(a,b).

Stelling 10: Zij A een verzameling in de metrische ruimte (X,p).
Dan geldt: (i) A' = {x | o(x,A\{x}) = 0}
(ii) & = {x | o(x,4) = 0}.

Bewijs: (i) xeA' <==> iedere B_(x) (e > 0) bevat een punt a<A\ {x}
<==> Ve > 0daeas\{x} : op(a,x) < ¢
<==> p(x,A \{x}) =0
(ii) volgt uit stelling 8 en uit (i).

13. Stelling 11: Een topologische ruimte (X,J) die aan het 2e aftel-

baarheidsaxioma voldoet is separabel.

i, mis Ba 1% . . Kie:
Bewigs: Z1] {Bi}i=1 een aftelbare basis van . Kies voor el#e

i=1,2,3,... een punt aiéaBi. De aftelbare verzameling A = {ai}:=1
is overal dicht in X (indien p € A, dan volgt uit het feit dat elke
omgeving;Up van p een basis-glement.Bi , en dus een punt a; bevat,

dat Up(\A £ ¢y divezi peA'). 0 0
Het omgekeerde van stelling 11 geldt niet:

Voorbeeld: Zij X een overaftelbare verzameling, en zij ) de eindig-
complement topologie voor X.
Tedere oneindige deelverzameling, en dus i.h.b. iedere aftelbaar-
oneindige deelverzameling is dicht in X. De ruimte (X,?)) is dus separabel.
Dat (X,?)) geen aftelbare basis heeft, ziet men aldus: indien B

een basis is, dan volgt gemakkelijk, voor een punt X, &X, dat

/} B = {xo};
&B

X
BOeJ‘3

indien Baftelbaar zou zijn, dan volgt dat het complement van {xo}
een aftelbare vereniging van eindige verzamelingen, dat is een aftelbare

verzameling is; maar dit is een contradictie.

&
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Voor metrische ruimten geldt het omgekeerde van stelling 11 wel:

Stelling 12: Zij (X,p) een separabele metrische ruimte. Dan voldoet X

aan het 2e aftelbaarheidsaxioma.

Bewijs: Zij A = {ai}°£=1 een overal dichte aftelbare verzameling.
We tonen aan dat de aftelbare verzameling

- {Br(ai)}r rationaal > 03 i=1,2,3,...
een basis is voor de metrische topologie.
Aldus: Zij O een open verzameling en zij p &0. Er bestaat dan een bol
BS(p)cO. Lest dan r een rationaal getal < 3s zijn. Omdat A overal
dicht is bestaat er een a. & B, (p). Dan is ook peB, (a ). Bovendien
is B, (a., )C.B (p) [want alg xeB (a ) dan volgt p(x,p) o(x, 2, )+
+p(a ,p)<r+r<sendusxeB (p)] o
Dit be\Q,ekent PEB, (a ) €O0. Dis dan een basis op grond van de bewering
in §7. Yo
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" Colloguium "Topologie"(1966-1967T)

19 oktober 1966

Spreker: J. v.d. Slot.

14, Inwendige, uitwendige en rand van een verzameling.

Stel T een topologische ruimte.
Met A° noteren we het inwendige van een deelverzameling A. Het com-
plement van een deelverzameling A noteren we als A®.

C=C

Bewering: A° = A
Bewijs: Omdat ECA <=> A®c £° merken we op dat de open verzamelingen
ECA precies de complementen zijn van gesloten verzamelingen DAS,
Dus A° = U {F°|F is gesloten &F DA%} = (NF is gesloten &FDA°})° =

Definitie. Is A een willekeurige deelverzameling van een topologische
ruimte X dan valt X uiteen in drie disjuncte deelverzamelingen:

(a) AS™C = p° het inwendige van A

(p) A~C = A®° het uitwendige van A

(¢) (E°uU A°"%)C = Ena®~ de rand van A, notatie b(A)

Punten van het inwendige, uitwendige of de rand van A heten respectie-

velijk inwendige punten, uitwendige punten en randpunten van A.

VoorbeeldensI. Stel ACES, A = {(x,y)] 2+ 3P < 1},

2

Het inwendige van A is {(x,y)| % + y° < 1}; hetuitwendige van A is

{(XsY)l X2 + y2 > 1}; de rand van A is {(x,y)] x2 + y2 = 1},

Hoe vreemd de rand van een verzemeling er i.h.a. uit kan zien getuige
het volgende voorbeeld.

II. Stel Q de deelverzameling van R bestaande uit de ratiocnale getallen.
Het inwendige van Q is @, het uitwendige van Q is & en de rand van Q

is R,
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Opgave. Stel A een deelverzameling van een top. ruimte X. p€X is
randpunt van A <=> TIedere omgeving van p bevat zowel van A als van
c

A" punten,

Bewijs dat A = AUD(A),

Als A open is in X toon dan aan dat b(A)NA = &,

15. Deelruimten van een topologische ruimte

Stel (X,4) een topologische ruimte. Een deelverzameling Y van X maken
we tot een topologische ruimte door als stelsel open ve:c:zameling_en te
nemen ' = ﬁh’f&)o (Y,X) heet een deelruimte van (X,”3). De topologie

op Y heet de relatieve topologie. '

Wanneer we dus nu een willekeurige deelverzameling Y van een topologi-
sche ruimte X bekijken, dan is Y blijkbaar open en gesloten in de deel~
ruimte Y, doch niet noodzakelijk open in X. Hieruit blijkt weer duide-
1ijk dat het begrip open geen absolute betekenis heeft. We moete:n expli-

ciet de ruimte vermelden waar we de topologie van bedoelen.

Bewering: Stel (X,%) een topologische ruimte en (Y,3') een deelruimte.

(1) Als {UalaeA} een basis (subbasis) voor /A is, dan is {Yf’\Uu[oe e A}
een basis (subbasis) voor ',

(2) Een deelverzameling A van Y is ' ~ gesloten d.e.s.d. wanneer er een
N geslotén verzameling F van X is met FOY = A,

(3) Stel ACY. Dan is de afsluiting van A in de deelruimte Y (notatie
I\Y) gelijk aan ANY,
(de analoge uitspraak voor het inwendige van een verzameling A is on-
juist)a

Bewijs: (1) is triviaal

(2) Stel A gesloten in Y, dan is A = Y\W met W open in Y. Dan W = YOV

met V open in X, en we vinden A = Y\¥NV)= YN (X\V).,

Ts omgekeerd A = YNF met F gesloten in X, dan Y\A = YN(X\F) en dit

toont aan dat Y\A open is in Y d.w.z. A is gesloten in Y,

*) Met MAY bedoelen we {UNY|UEZ}

&
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(3) YNE is een gesloten verzameling van de deelruimte Y;die A omvat,
pus A'C ANY.
Anderzijds is ¥ gesloten in Y, dus er bestaat volgens (2) een gesloten

verzameling G van X met,KY = GNY, Blijkbaar ACG en ook ECG.

Dus ANYC GNY = I\Y.

Voorbeelden:

I. Een segment [a, b] is een deelruimte van de reZle rechte R. Een
subbasis voor de open verzamelingen van de deelruimte [g, ﬁ] wordt
gevormd door de verzamelingen van het type [a, x) en (y, ]
(a<xsy<0Dp)

IT. De verzameling Q der rationale getallen is een deelruimte van de
re€le rechte R. De deelverzamelingen {x€Q| a < x <b a, b irra-
tionaal} zijn zowel open als gesloten deelverzamelingen van de
deelruimte Q. (maar niet van R).

III. De verzameling der natuurlijke getallen is met de relatime topolo-
gie (geinduceerd door R) een discrete topologische ruimte.

IV. Beschouw E2 met gewone topologie en hierin de deelverzameling Y =
= {(x, y)EEEzly = O}o Y is als deelruimte van E2 homeomorf met R.

V. Elke rechte lijn in de E® is als deelruimte homeomorf met R.

Stel nu (X, p) een metrische ruimte. X is dus een topologische ruimte
d.m.v. de metrische topologie.

Een deelverzameling Y van X is op natuurlijke wijze een metrische ruim-
te (Y, p') als we afspreken dat de afstand p'(y, z) tussen twee punten
¥s z van Y gelijk is aan p(y, z).

De (open) bollen van (Y, p') zijn nu alle verzemelingen Br(p)r\Y met
peY en deze vormen een basis voor de metrische topologie op (Y, p').
Een basis voor de relatieve topologie op Y geinduceerd door de topolo-
gische ruimte X wordt gevormd door alle verzamelingen Br(p)ﬁY met peX,

(zie de bewering in §15).

Bewering: De metrische topologie van (Y, p') is dezelfde als de rela-

tieve topologie op Y.
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Bewijs:Stel P, = {Br(p)ny[r >0, peX} en @2 = {Br(p)ﬂY[r > 0,
pE€Y}, ﬂ31 en TBg zijn bases voor de relatieve topologie en metrische
topologie op Y. We gebruiken de Stelling 1 om te bewijzen dat de topo-
logieen dezelfde zijn.

Stel B 6'& en y&B, o Dus y€B, (p)NY met r > 0 en pEXo

Stel s = r - p(p, y) Als we B, = B (y)F\Y stellen dan is B, EEEB

en geldt yEB CB, (want y'EB => p(y, y') <r - p(p, ¥) = o(p, ¥*)
<oy, y') + p(p, y) <r = y'GB (p)NY).

Aan de eerste eis van Stelling 1 is dus voldaan° Er is ook aan de twee~
de eis voldaan, Want’632(1631°

Gevolg: Een deelruimte van een metrizeerbare ruimte is metrizeerbaar.

Stel nu dat (X, <) een geordende verzameling is. Op natuurlijke wijze
is een deelverzameling Y van X geordend (m.b.v. de ordening op %) o
Als ’1‘3 de relatieve topologie is op Y en ﬁ de ordetopologie op Y,
dan is gemakkell,]k in te zien dat éi c;ﬁ maar nu geldt nlet i.hea.
ﬂ = ﬁz Om het laatste in te zien nemen we X = R en voor < de na-
tuurlijke ordening op R. Kies Y = [O 1)U{2}. ste1 ':f1 en &(2 zijn
respectievelijk de relatieve topologie en de ordetopologie op Y.

Nu geldt ,)11 # &(2' Tmmers de eénpuntige verzameling {2} is ﬁf— open

maar niet M, - open, want iedere .{’[ - open verzameling die het punt

2
2 bevat, bevat ook een segment (e, 1) (0 <e<1).
Merkwaardig is dat het punt 2 in de ordetopologie ﬁ1 op Y een verdich~

tingspunt is van de verzameling [0, 1).

Verschillende eigenschappen van topologische ruimten worden overgedragen
op hun deelruimten. Zulke eigenschappen heten erfelijk. We hebben al

opgemerkt dat metrizeerbaarheid een erfelijke eigenschap is. Ook geldt:

Stelling 12: Iedere deelruimte van een ruimte die aan het tweede af-
telbasrheidsaxioma voldoet, voldoet aan het tweede aftelbaarheids- :

axioma.
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Bewijs: Stel {Uili =1, 2, oeo}‘een aftelbare basis van de ruimte X,
Als YCX, dan is {Ui(\Yli =1, 2,aoo} een aftelbare basis voor de
deelruimte ¥,
Het is in het algemeen niet waar dat een deelruimte van een separabele
ruimte weer separabel is,
Om dat te illustreren behandelen we het volgende voorbeeld.,
Beschouw het gesloten bovenvlak P van E2 gégeven door de voorwaarde
y 2 0, “
Beschouw het volgende stelsel deelverzamelingen van P
: 1° alle open bollen van E2 voor zover deze in P'liggen

2°  alle open bollen van Ea; die in P liggen en de x~-as raken

onder toevoeging van heﬁ betreffende raakpunt.

Dit stelsel is een basis van een topologieX{ op de verzameling P. (P, %)
is een separabele ruimte, Immers de verzameling Q = {(x;y)é;Ezlx, y
rationaal, y > 0} is een aftelbare overal dicht liggendevdeelVerzamgling
van (P, 4). De deelruimte R = {(x, y)er|y = 0} van (P,H) is discreet
en niet separabel, omdat R overaftelbaar is. (merk op dat een discrete

ruimte met overaftelbaar veel punten nooit separabel is).

16. Enkele scheidingsaxioma's

Definitie: Men noemt een topologische ruimte T een gq-ruimte wanneer

aan het volgende axioma voldaan is (T1 - axioma)

(TT) Bij ieder paar verschillende punten van T bezit elk een omgeving

die het andere punt vermijdt.

Stelling 13: Een topologische ruimte T is een gq—ruimte d.e.s.d. wanneer

iedere deelverzameling van T die uit &&n punt bestaat, gesloten is.

Bewijs: Stel T een T1—ruimte., Als p€T kies dan van elk punt g $ p een
open omgeving U(q) die p vermijdt. T\{p} = LﬂU(q)Iq + p en deze verza-
meling is open als vereniging van open verzamelingen. {p} is dus een
gesloten verzameling van T,

Als omgekeerd elke punt van T gesloten is en p en q zijn twee verschil-
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lende punten van T, dan is T\{q} een omgeving van p die q vermijdt en

T\{p} is een omgeving van g die p vermijdt. T is dus een T -ruimte.

Definitie: Men noemt een topologische ruimte een Hausdorffruimte wan-

= of Hausdorffaxioma).

neer aan het volgende axioma voldaan is (T2

(T2) Iedere twee verschillende punten bezitten disjuncte omgevingen.

Het is duidelijk dat iedere Hausdorffruimte een T1—ruimte is. Het om-
gekeerde geldt niet. Een voorbeeld van een topologische ruimte die een
T1—ruimte is doch geen Hausdorffruimte is een oneindige verzameling X
tezamen met de eindig complement topologie (zie blz. 19)

Een voorbeeld van een topologische ruimte die noch een T1-ruimte noch

een Hausdorffruimte is, is een verzameling X met indiscrete topologie.

De meeste van de ruimten die in deze syllabus als voorbeeld gegeven zijn,
zijn Hausdorffruimten.

Fen discrete ruimte is een Hausdorffruimte; iedere metrische ruim-
te (X,P) met de metrische topologie is een Hausdorffruimte (als p, 9 €X;3
L q_.en r = 3p(p, q) dan zijn Br(p) en Br(q) disjuncte omgevingen van;
pen q)e
Verder is iedere deelruimte van een Hausdorffruimte een Hausdorffruimte

(ga dit na).

In de topologie, vooral als het toepassingen in de Analyse betreft, be-
perken we ons meestal tot Hausdorffruimten, zelfs wel tot nog kleinere

klassen ruimten.

17. Samenhangende topologische ruimten

Definitie: Een topologische ruimte X heet samenhangend wanneer ¢ en X

de enige zowel open als gesloten deelverzeamelingen zijn.
Een deelverzameling A van een topologische ruinte X heet samenhangend

wanneer A als deelruimte samenhangend is.

Voor het gemak zullen we een zowel open als gesloten deelverzameling

van een topologische ruimte Oggesloten noemen.
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Voorbeelden:
I.  Een ruimte bestaande uit &én punt is samenhangend.

IT. De regle rechte R met de gewone topologie is samenhangend.,

Bewijs: Veronderstel dat er toch een niet lege, echte opgesloten
deelverzameling A van R bestond.
Stel B = R\A° Kies a€A en b€ B, we mogen veronderstellen dat a < b.
Zij p = sup (AN[a, fﬂ) p behoort tot A, want p is een punt van
A of een verdichtingspunt van A en A is gesloten (St.8). Iedere
(rechter) omgeving van p bevat punten van R\A = B, dus A is niet
open.  Tegenspraak! Op dezelfde manier bewijst men dat ieder
segment samenhangend is.,

IITI. De E* (n > 1) met gewone topologie is samenhangend. Bewijs dit zelf.

IV. Stel ACGR gegeven door A = (0,1)U(1,2), Dan is A niet samenhan-
gend ((0,1) is een echte niet lege opgesloten deelverzameling).

V. Een discrete ruimte is niet samenhangend. Immers elke deelverza~
meling is opgesloten.

VI. De deelverzameling Q van R bestaande uit alle rationale getallen
is niet samenhangend (als a,b irrationale getallen zijn, a < b,
dan is {xelea <x < b} een echte niet lege opgesloten deelver-

zameling van Q).

Bewering: Een topologische ruimte X is dan en slechts dan niet samen-
hangend wanneer er twee deelverzamelingen A en B bestaan met
le. A+ ¢4 ,BFd
2e. AUB =X, ANB = ¢
" 3e. A en B gesloten in X.

Bewijs: Stel X is niet samenhangend, er bestaat dus een echte niet
lege opgesloten deelverzameling Y. Als A=Y en B = X\Y dan voldoen A
en B aan le. t/m 3e.

Bestaan omgekeerd in X twee verzamelingen A en B die voldoen aan le.
t/m 3e., dan is A een echte niet lege opgesloten deelverzameling van X

en X is dus niet samenhangend.

7
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Het is gebruikelijk om een niet samenhangende ruimte X splitsbaar te
noemen, Als X = AUB“terwijl A en B aan le. t/m 3e van de vorige bewe=-
ring voldoen, dan heet (A, B) een splitsing van X.

Fen ruimte is dus dan en slechts dan samenhangend wanneer er geen split-

sing bestaat,

Stelling 14: Stel X een topologische ruimte en A een samenhangende
deelverzameling van X. ”

Dan is K samenhangend.

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzameling van K, wve moeten aantonen dat
C=¢of C=AE.

CNA is eenb-opgesloten deelverzameling van A en omdat A samenhangend

is, geldt blijkbaar CNA = ¢ of CNA = A,

CNA = 4 impliceert AC E\C. Omdat E\C gesloten is in A (want C is open
in &) en dus in X, volgit AC RE\C d.w.z. C = ¢,

De tweede onderstelling CNA = A impliceert dat ACC en omdat C gesloten
is in & (en dus in X) ook AC.C d.w.z. C = K,

Stelling 15: (generalisatie van stelling 14).
7Zij A een samenhangende deelverzameling van een topologische ruimte X.

Als ACBCE, dan is B samenhangend.

Bewijs: A is een samenhangende deelverzameling van de deelruimte B.
De afsluiting van A in B is volgens de eerste bewering uit 5§15 gelijk
aan ANB = B.

B is dus samenhangend volgens de vorige stelling.

Stelling 16: Zij {Aalocel} een familie samenhangende verzamelingen van een
topologische ruimte en veronderstel dat voor elk paar (o,B) geldt

AunAB + é. Dan is A =U{Aa|a e,I} samenhangend.

Bewijs: Stel C een opgesloten verzameling van de deelruimte A.
We moeten weer aantonen dat C = ¢ of C = A,
Elke Acx is samenhangend dus geldt AaC_C of Aac A\C (merk op dat CN Aa

opgesloten is in AOL)n
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Het is onmogelijk dat voor verschillende indices o en B uit I geldt
A,CC en AC A\C, want A NA, + ¢ voor Ya,p €1, .

Dus geldt AaCC voor Va,,dowgzo A= U{Aala EI} = C of AaC_ A\C voor
Yo, dewezo C = &,

Toepassing van stelling 16

De deelverzameling A van de o gedefinieerd door A = {(x,y)GEely/x is
rationaal} is samenhangend. (merk op dat A =lJ{Ad|a rationaal} met

A, = {[(x)]y = ax} en pas de vorige stelling toe).

Stelling 1T7: Stel f een continue afbeelding van de ruimte X op de ruim-
te Yo
Als X samenhangend is, dan is ook Y samenhangend.

Kortweg gezegd: "samenhang is een continue invariant".

Bewijs: Stel C een opgesloten deelverzameling van Y. Volgens de bewe-
ring van §6 is f—1(C) opgesloten in X.
X is samenhangend, dus f_1(C) = ¢4 of f-1(C) = X. Blijkbaar C =g of C = Y.

Voorbeelden en toepassingen

I. Er bestaan met uitzondering van de constante functies geen continue
reéle functies die slechts rationale waarden aannemen.

Immers bestond ig'n functie f wel, dan is £ : R+ Q een continue afbeel=~
ding van de samenhangende ruimte R op de slitsbare deelruimte fQ van de
rationale getallen Q , in tegensprask met de vorige steiling (merk op

dat elke meerpuntige deelruimte van § splitsbaar is).

II. A = {(x,y)[y = sin 1/x, 0 < x < 1}(;E2 is samenhangend als continue
beeld van de samenhangende ruimte (0,1].

Uit stelling 15 volgt dat & = AU{(0,y)|-1 < ¥ < 1} samenhangend is.
Merk op dat zelfs met weglating van een of andere deelverzameling van
{(O,y)|-1 ¥V < 1} de overblijvende verzameling samenhangend is.

Een niet samenhangende topologische ruimte kunnen we verdelen in sa-
menhangende "componenten", het aantal componenten geeft dan een ruwe

indicatie hoe onsamenhangend een ruimte is.
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Definitie: Stel X een topologische ruimte en x€X. De component G(x)
van x in X is de vereniging van alle samenhangende deelverzamelingen

van X die x bevatten.

Direkt volgt uit Stelling 16 dat een component samenhangend is;
een component van een punt is dus de "grootéte" samenhangende verza-
meling die dat punt bevat. )

De componenten van een ruimte X zijn paarsgewijs disjunct
(c(x)NX(y) £ ¢ = C = c(x)uc(y) is samenhangend (St. 16) => CCC(x)
& cCC(y) => Cc(x) = C(y)) en hun vereniging is X.

De componenten van een ruimte X zijn gesloten deelverzamelingen
van X (als x€X dan is [63) samenhangend volgens St. 15 en dus geldt
Tlx)cC(x) dewez. C(x) is gesloten).

Definitie: Een ruimte waarin iedere component uit &&n punt bestaat heet

totaal onsamenhangend.

Voorbeelden:

I. Stel X een samenhangende topologische ruimte. Voor ieder punt x€X
geldtVC(x) = X, Een samenhangende ruimte bestaat dus uit slechts &én
component.

II. Stel ACR gegeven door A = (0,1)U(1,2). De deelruimte A bestaat
uit twee componenten : (0,1) en (1,2). Deze componenten zijn zelfs

opgesloten verzamelingen van A.

ITT. ZlJ Q de deelruimte van R bestaande uit alle ratlonale getallen. Q
is totaal onsamenhangend (merk op dat iedere samenhangende deel-
verzameling van R die uit meer dan een punt bestaat, een open in-

terval van R moet bevatten).
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18. Compacte topologische ruimten

Definitie. Een topologische ruimte X heet-compact  (of bicompact),

wanneer iedere open overdekking van X een-eindige deeloverdekking bezit.
Een deelverzameling Y van een topologische ruimte X heet compact,
wanneer Y als deelruimte compact is.

Het is duidelijk dat: Y <CX is compact <==> TIedere overdekking van Y

met open verzamelingen van X heeft een eindige deeloverdekking.
Voorbeelden

1. De reéle rechte is niet compact, want de overdekking van R bestaande
uit alle open intervallen (-n,n) (n = 1, 2, ...) bezit geen eindige
deeloverdekking.,

2. Een segment [a,b] is een compacte verzameling van R.

Bewijs. stel Y een open overdekking van Ea,b:[ (met open verzamelingen
van R). Stel ¢ het supremum van alle getallen x van I:a,b] met de eigen-
schap dat T_:a,xj door een eindige deelcollectie van wordt overdekt.
Kies Uel 28 dat ce'U. (merk op dat c é[a,b]) en kies een open interval
(d,c) zd dat ]:d,c:[gU. Er bestaat nu een eindige deelcollectie van U
die ]:a,d] overdekt en deze familie tezamen met U overdekt Ea,c:[.

Nu is ¢ = b want anders verkrijgen we zo een eindige deelcollectie
van U die een interval Ea,,c':] overdekt met b > ¢' > ¢, wat in tegen-

spraak is met de definitie wvan c.

Stelling 18. Stel Y een gesloten deelverzameling van de compacte

ruimte X. Dan is Y compact.

Bewijs. Stel Ueen willekeurige open overdekking van Y (met open
verzamelingen van X). Omdat X compact is bezit de open overdekking
UV {x Y} van X een eindige deeloverdekkingaf. W\{X \Y} is het
gevraagde eindige deelstelsel van WUdat Y overdekt.



Stelling 19. Stel C een compacte deelverzameling van een Hausdorff-

ruimte X. Dan is C gesloten in X.

Bewijs. Stel p een vast punt € C. Kies voor ileder punt c&C een open
omgeving Uc van ¢ en een omgeving U van p met UC(WUP =@,
Omdat C compact is, bezit de overdekking {Uc | c&C} van C een eindige
deeloverdekking {Uc | i=1,...,n}. IW{UP | i=1,...,n} is nu een

i i
(open) omgeving van p die C vermijdt. Uit de willekeurigheid van p

volgt dat X \ C open is .in X, dus C is gesloten in X.

Opgaven
1. (generalisatie van stelling 18). Bewijs.dat de doorsnede van een

compacte deelverzameling en een gesloten deelverzameling van een
topologische ruimte compact is.

2. Bewijs dat de doorsnede van willekeurig veel compacte verzamelingen van
cen Hausdorffruimte weer compact is. Toon aan dat deze uitspraak niet

juist is in een willekeurige topologische ruimte X. (Stel A = {an‘n=1,2,.,.}
een aftelbare verzameling en p en g twee vaste punten & A. Kies de
volgende to?ologie 7 op X = A%J{p,q}: fj== {a1}, {ae}, PN {p}kJ{bijna

alle an}, {q}&l{bijna alle an}. A%J{p} en A&J{q} zijn twee compacte

verzemelingen van (X,7J) en hun doorsnede is niet compact . )

Stelling 20. Zij f een continue afbeelding van de compacte ruimte X
op de ruimte Y. Dan is Y compact.

Anders gezegd: compactheid is een continue invariant.

Bewijs. Kies een willekeurige open overdekking Zvan Y. Het stelsel
{f_i(U) | el is een open overdekking van X en uit de compactheid
van X volgt dat voor eindig veel Uiéﬂbﬁ(i = 1,2,...,0) reeds geldt
X = &J{f_1(Ui) | i=1,...,n}. {Ui | i=1,...,0} is nu de gevraagde

eindige deeloverdekking vanU.

Toepassing van stelling 20. Er bestaat geen continue afbeelding van een

segment [é,bj op de redle rechte R (anders zou R als continu beeld van

de compacte ruimte E;,b] compact zijn en dat is niet wmar).



Stelling 21. Een 1-1 continue afbeelding f van een compacte ruimte X

op een Hausdorffruimte Y is een homeomorfisme.

Bewijs. We zullen aantonen dat f gesloten verzamelingen van X op gesloten
verzamelingen van Y afbeeldt. Dan volgt dat f_1 continu is. ‘
Stel A een.gesloten verzameling van.X. Dan.is A compact volgens stelling
18. f£(A) is compact volgens stelling.20 en gesloten in Y volgens stelling
19.

19. Compactheid in.de: Buelidische ruimte

Definitie,.EenvdeelverzamelinguA~vaan?Aheet begrensd wanneer er een

positief getal M is met de eigenschap:p(x,0)<M voor WG{&EA.

Een punt a €R" heet limiet van een rij punten {an}:=1 van R wanneer
voor iedere omgeving U van a in R" voor bijna alle indices n geldt
angsU'(of equivalent, wanneer voor iedere & > 0 een index no(e) bestaat
met pla, an) < € yoor n > no(e)).

Een rij punten van R" die een.limiet&heeftgmheetwconverggnt (de limiet

is eenduidig bepaald).
Lemma. Iedere begrensde rij punten van R" bezit een convergente deelrij,

Bewijs. Voor m = 1 is dit een bekende eigenschap van de re&le getallen.
Stel m > 1 en veronderstel de eigenschap al bewezen voor k < m. Stel
{a(n)}l‘:___‘g o o (1) (aB) (n))

een begrensde rij in I vooy B
voor n ¥ 1,2,... » De rij {b(n)}:=1 = {(agn), esey &

1 ? m
(n)ﬁw is een
—_ m~1"n=1
begrensde rij punten van R en be%%t)dus volgens de inductie-onder-
stelling eepn ﬁonvergente ?ﬁe}rij b 9 }§=1. %%eﬁ ook een(ﬁo§vergente
deelri] {gm J }m I3

van {am }°=1. Dan is {(a1 s eees B J7)} een

J=1
convergente deelrij van {a n §

n=1"°
Stelling 22. (l'eine-Borel). Voor een deelverzameling A van R geldt:

A 1s compact <==> A is begrensd en gesloten.

Bewijs. ==> ©Stel A een compacte deelverzameling van RT, Uit stelling 19
volgt dat A gesloten is in R". A is ook begrensd want anders zou de over-
dekking van A bestaande uit alle open bollen van R met middelpunt O en
straal n (n = 1,2,...) geen eindige deeloverdekking bezitten, wat in

tegenspraak is met de compactheid van A.



<== Stel A een begrensde gesloten deelverzameling van R, Met betrekking
tot de stelling van Lindel8f (stelling 4) is het voldoende te bewijzen
dat iedere aftelbare open overdekking van A een eindige deeloverdekking
bezit.

ZiJ {On | n = 1,2,.,,} een aftelbere open overdekking van A (met open
verzamelingen van RY) en veronderstel dat hier geen eindig deelstelsel
Uit te selecteren is dat A overdekt. We mogen aannemen dat alle ver-
zamelingen Onth niet leeg zijn. Met volledige inductie naar n
construeren we een rij punten {an}:=1 uit A z6 dat voor elke n=1,2,...
geldt an.éiOk als k < n, a, kiezen we willekeurig uit OTIWA. Stel 8y
voor k < n reeds gedefiniBerd. Volgens onderstelling is {Ok | k < n}
geen overdekking van A; dus er bestaat een zeker punt van A dat tot geen

enkele Ok met k < n behoort. Noem dit punt.an. Volgens het vorige lemma

bezit de rij {an}:_1 een convergente deelri] {an }m met limiet a €K .
- k k=1

Blijkbaar a<A want A is gesloten (gebruik stelling 10). Nu bestaat er

een index s met aaéos. OS is een omgeving van a, dus a, é;OS voor k > ko.
k
I.h.b. is er nu een natuurlijk getal 1 > s met a, &0 (kies b.v. ky > 8

en neem 1 = nko + 1), Dit is echter in tegenspraak met het felt dat
&y €& 0. voor alle j < L. Hiermee is de stelling bewezen.

dJ
Opgave. Bewijs dat de compacte samenhangende deelverzamelingen van R

juist de gesloten intervallen [é,ﬁl zijn (al of niet ontaard).
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20. Compactheid in metrische ruimten

Stelling 1. Als M een metrische ruimte is en x een verdichtingspunt
van een verzameling ACM, dan is er een rij {Xn}:=1 te vinden met

x eh, x # x terwijl x_ + X.
n n n

Bewijs.

R . 1
Kies voor iedere — een punt xné‘B_‘i_ (x)nA, X # x. Dan X v X

n
Stelling 2. In een compacte ruimte heeft iedere oneindige deelverzameling

minstens é&n verdichtingspunt.

Bewijs.

Zij A een oneindige deelverzameling van X en stel dat A geen verdichtings-
punt in X bezit. Dan is er bij ieder¢ x €X een open omgeving U(x) z8 dat
U(x) met A hoogstens é&n punt gemeen heeft.

{U(x) ]Jce}d-is een open overdekking van X welke een eindige deelover-

dekking {U(xi)}? bezit. A zou nu hoogstens n punten bevatten, hetgeen

=1
een tegenspraak oplevert.

Gevolg. In een compacte metrische ruimte heeft iedere rij een convergen-

te deelrij.

Bewijs.
Als de rij {xi}:= eindig veel verschillende elementen bevat, dan is
er een deelrij {xi }m zo dat x, = x. voor alle g

J =1 1 J

Bevat {xi} oneindig veel verschillende elementen, dan is er een punt
xeM z6 dat x verdichtingspunt is van {xi} en volgens st. 1 is dat punt

dan limietpunt van een deelrij van {xi}.
Definitie 1. Een compacte metrische ruimte heet een compactum.

o o e i n o e . .
Definitie 2., Als € » 0 en als {xi}i_1 een eindige verzameling 1s van een

metrische ruimte M met metriek p, met de eigenschap dat bij ieder punt
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peM een k te vinden is met 1 <k <nen p(p,xk) < g, dan heet {Xi}?=1
een e-net van M. ‘

M heet totaal-begrensd als M voor iedere € > 0 een e-net heeft.

Opmerking. Het is duidelijk dat iedere totaal-begrensde metrische ruimte
M begrensd is (d.w.z. er bestaat een redel getal C > 0 zo dat o(x,y) < C

voor alle x,yeM).

Stelling 3. Iedere totaal begrensde metrische ruimte M voldoet aan

het 2e aftelbasarheidsaxioma.

Bewijs. -
Zij A een %?—net. Dan ligt de aftelbare verzameling Ly’ An overal

dicht in M. n=1
M is dus separabel en uit stelling 12 volgt ‘dan dat M aan het 2e aftel-

baarheidsaxioma wvoldoet.

Lemma. Als in een metrische ruimte M jedere rij een convergente deelri]

bezit, dan is M totaal begrensd. (Ieder compactum is dus totaal begrensd).

Bewijs.

Stel voor zekere € > 0 geen e-net te vinden. Dan is er een rij van ver-

schillende punten {xi}z van M met p(xi,xj) > e, 1 # j. Deze rij kan

=1
echter geen convergente deelrij hebben, daar voor een convergente rij

{Xio} geldt . lim (xie’xi ) = 0.
J Ik 3 Tk

Stelling 4. In een metrische ruimte zijn equivalent
1) M is compact;
2) Tedere oneindige deelverzameling heeft een verdichtingspunt;

3) Iedere rij heeft een convergente deelrij.

Bewijs.

1) » 2). Zie stelling 2.

2) > 3), Zie bewijs gevolg stelling 2.

3) + 1). Uit het bovenstaande lemma volgt dat M totaal begrensd is
en dus aan het 2e aftelbaarheidsaxioma voldoet. Uit de stelling
van Lindel8f (stelling 4 van paraeraaf 8) volgt dat het voldoen-
de is te bewijzen dat iedere aftelbare open overdekking van M

een eindige deeloverdekking bezit.
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Zij M = L} Oi’ Oi open, en stel dat er geen eindige deeloverdekking

i=1 n n
is, dan is voor ledere n, Lj O:f,L # M en er is dus een punt a, e U Oi'
i=1 i=1
De zo gekozen rij {ai}§=1 heeft een convergente deelrij {a_ }

n
k k=1
a, > a.

Xk . * . o s oo
Daar a €M 18 er een n zo dat ae.On%-. Verder 1s a limietpunt van de rij
a_ en is er dus een 1 zd dat a eOxals k> 1. Kies nu k zo groot

k

o k
dat n, > n . Dan a €0 =, in tegenspraak met het feit dat & ¢ U 0; .
k i=1

Voorbeeld. Zij H de Hilbertruimte en F de deelruimte van H bestaande

ult alle x = (XT’ X «s.) Waarvoor geldt Ixn[ 5;% s = 1,20000

23
De ruimte F heet de fundamentaalbalk van Hilbert. ¥ is een compactum,
daar iedere rij uit F een convergente deelrij bezit (Ga nal).

met p_ = (0, 0, .40, 7, 0, 0,..4
n . ndq’ézﬁrdinaat

foe]

H is niet compact, daar de rij {pn}n=1

geen convergente deelrij bezit.

Opmerking.

Het begrip "compact" in de zin van "iedere oneindige deelverzameling
heeft een verdichtingspunt" is in de literatuur eerder opgetreden dan
het begrip "bicompact" (iedere open overdekking een eindige deelover-
dekking). Dit laatste is vaak belangrijker éebleken’dan het eerste
begrip "compact". Vandaar dat vele schrijvers het eerst gedefiniéerde
compactheidsbegrip niet meer invoeren en het woord "bicompact' door
"compact" vervangen.

Fen ruimte waarin ledere rij een convergente deelrij heeft wordt wel een
"rij-compacte" ruimte genoemd. |

Zoals uit stelling L blijkt vallen in metrische ruimten al deze compact-

heidsbegrippen samen.

Een andere karakterizering van de(bﬂbompactheid van een topologische

ruimte wordt gegeven door:

Stelling 5. Een topologische ruimte X is(bﬂcompact als van ieder stelsel
gesloten verzamelingen van X met lege doorsnede een eindig deelstelsel

te vinden is waarvan de doorsnede ook reeds leeg is.
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Bewijs.

Stel {Fa}a A een stelsel gesloten deelverzamelingen van X met
Alr, | cen) -

Zij nu Oa = XI\F@, dan{is Oa open voor iedere o, en het stelsel
{Oa | aeA} is een open overdekking van X welke dus een eindige

deeloverdekking, O , »c., O bezit.
n o n

Daar U Oa =Xvo‘1g O F

o

1=1 i o3

21, Volledige metrische ruimten

H o o ) N o .
Definitie 1. Een ri] punten {Xi}i—T van een metrische rulmte M met

metriek p heet een fundamentaalrij als bij iedere € > 0 een natuurlijk

getal n te vinden is met de volgende eigenschap: als i>nenyj>n

dan p( ,xJ) < €,

Opmerking. Het is duidelijk dat iedere convergente rij uit M een funda-
mentaalrij is. Tevens is iedere deelrij van een fundamentaalrij weer

een fundamentaalrij.

Definitie 2. Fen metrische ruimte M heet volledig als iedere fundamen-

tgalrij uit M naar een punt van M convergeert. M.a.w.: Als {xl}: 1

een fundamentaalrij is uit M, dan is er een punt XxEM z6 dat

= %im X
1 .

Voorbeeld 1. De re&le rechte R is volledig, zoals bekend uit de analyse.

2. De verzameling Q der rationale getallen met de gewone
metriek is niet volledig.

3. R" is volledig evenals de Hilbertruimte H.

L., Het interval (0,1) met de gewone metriek is niet volledig.
i .

Opmerking. Zoals uit voorbeeld 1 en 4 blijkt is volledigheid een eigeﬂ-
schap van een metriek en geen topologisch begrip. De re€le rechte R 1is
topologisch equivalent met (0,1), terwijl R volledig is en (0,1) niet.

Wij zullen een topologische ruimte T topologisch volledig noemen als T

homeomorf is met een volledige metrische ruimte. Het interval (0,1) is

dus topologisch volledig.

&
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Stelling 1. Een compacte metrische ruimte M met metriek p is een volledige

metrische ruimte.

Bewijs.

7Zij {Xi}§=1 een fundamentaalrij uit M. Als de rij slechts eindig veel
verschillende elementen bevat, dan is er een natuurlijk getal n te
vinden met X; = X voor i> n.
{xo}? convergeert dus naar x_.

171=1 e n
Stel nu dat {Xi}i=1 oneindig veel verschillende elementen bevat. Dan heeft
de rij een verdichtingspunt x en is er een deelrij {Xi};=1 welke naar x
convergeert. Stel nu € >0, dan is er een n 28 dat p(xi,xj) < g/2 als
i>n, J>nenop(x, X, ) < €/2 als ik > n.
) + p(x. ,x.) < e voor i > n. Ix.}.

i, 1 9=
k

dus naar M. )

Ddn 1is p(x,xi) :_p(x,xi convergeert

mOW

Stelling 2. Een gesloten deelverzameling A van een volledige metrische
ru%mte M is als metrische deelruimte weer volledig.
Is’omgekeérd A een volledige metrische deelruimte van een metrische

ruimte M dan is A gesloten in M.

Bewijs.
1e) Zij {Xi}:=1 een fundamentaalrij uit A. Dan is {xi}:=] een fundamen-

taalrij uit M en convergeert dus naar x€M.

Maa;“ xe-‘]{;;f?=1 ==> xel.

2e) Stel xeA, dan is er een rij {an} in A z8 dat a > x. De rij {an}
is een fundamentaalrij in A en convergeert dus naar een punt aoeaA ==>
==> X = aoé.A. Dus A 1s gesloten.

Definitie 3. Een metrische ruimte M met metriek p heet isometrisch
ingebed in een metrische ruimte M met metriek 0" als er een afbeelding

¢ is van M in M~ 2§ dat p(x,y) = p*1¢(x), ¢(y)) voor alle x,y€M.
Opmerking. Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat de afbeelding
een topologische afbeelding is van M in M .

Stelling 3. Tedere metrische ruimte M met metriek p is isometrisch
in te bedden in een volledige metrische ruimte Men wel 2z8, dat oM = M

als ¢ de inbeddingsafbeelding is.
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Bewijs. (schets)

Twee fundamentaalrijen {x.}.

1521 zullen wij equivalent noemen,

en {y;}ieq

als lim p(x ¥4 ) = 0.

]_—>oo

7Zij M de verzameling der aldus verkregen equivalentie klassen. In M

voeren wij nu een metriek p in als volgt: Als £,neM en {xl}l 1 et,
{yi}i=14;n, dan is

5(&:”) = jo-im p(xi’yi).

1>

Men kan dan bewijzen dat (M,S) een volledige metrische ruimte is.

M kan nu isometrisch ingebed worden in M door te definidren ¢(x) £,

waarbij £ de equivalentie klasse uit M is waartoe {xi}z=1 met x; = X
behoort. Tenslotte ligt ¢(M) dicht in M, daar als {xi}z=1e£65&, dan is

de rij Eqs E5s eoe met £, = ¢(xi)’een rij uit ¢(M) die naar & convergeert.

Ogmerking.

7Zij Q de ruimte van de rationale getallen met de gewone metriek. Zoals
bekend kan men de re&le getallen invoeren door middel van equivalentie
klassen van fundamentaal rijen uit Q: é = R.

De bovenstaande constructie van M is een generalisatie van dit procédé.
Als M een volledige metrische ruimte is, dan is iedere fundamentaalri]
convergent en dus equiﬁalent met de rij {x, X, X, ...}, waarbij x de
limiet is van de gegeven fundementaalrij. Er volgt dan onmiddellijk dat

in it geval M homeomorf is met M.
Stelling 4 (Stelling van Cantor). Zij M een volledige metrische ruimte
en {F;}io

(4 = 1,2,00.), terwijl voor de diameters vaen F geldt 6(Fi) >0

een rij niet-lege gesloten verzamelingen van M met Fi+1<:Fi’

als 1 > «,

Dan bestaat fW F uit &én punt.
i=1
Bewijs.

Neem xigaFi (i = 1,2,000)0 Dan is {xi}z een fundamentaalrij welke dus

=1
convergeert naar een punt x€M. Daar de Fi gesloten zijn en xn& Fi’ n>i,
moet xeF (1L = 1,2,000)0

Dus x & rw F1° Daar S(F )} - 0 kan deze doorsnede niet meer dan &&n punt

bevatten.1



b

Opmerking. Een toepassing van deze stelling is de "Stelling van de
intervalschakeling”. Als een rij gesloten intervallen in R inkrimpt
tot 0, dan hebben deze intervallen é&n en slechts &&n getal gemeen-

schappelijk.

Stelling 5. Een metrische ruimte M is dan en slechts dan compact als

M totaal begrensd en volledig is.

Bewijs.

Als M compact is, dan is M totaal begrensd (lemma 520) en M is volledig
(stelling 1).

Zij nu omgekeerd M totaal begrensd en volledig. Uit 8§20 stelling U4 en
§21 definitie 2 volgt dat het voor de compactheid van M voldoende is

te bewijzen dat iedere rij een fundamentaalrij tot deelrij heeft.

Zij {Xi}?z:T een rij uit M en An een % -net. Dan is er een pTG‘A‘i te
vinden 2zé dat Bi(p1) een deelri] {xg};=1 van {xi}z=1 omvat. Er is dan
een punt p,€A, te vinden 26 dat B2(p2) een deelrij {x§}§=1 van {x;}:=1

. . . .. n: o e
omvat. Met inductie kan men de rijen {x.}. definiéren voor n = 1,2,...
‘ L i=1 ’e

De rij x}, xg, xg, ... 1s dan een deelrij van {xi}:_1,welke een funda-
cioso k N k 1 2
mentaalrij is, immers voor k,l>n geldt X & ‘Bn(pn) dus p(x.k, Xl) A

Gevolg. Een deelruimte A van een volledige metrische ruimte M is dan

en alleen dan compact als A totaal begrensd en gesloten is.

22. Stelling van Baire voor volledig metrische ruimten

Definitie 1. Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet

nergens dicht in X als het inwendige van de afsluiting A van A de lege

verzameling is, dus als P = @.

1

Opmerking. Uit de definities van afsluiting en inwendige volgt ommiddel-
1ijk dat A nergens dicht is in X, als iedere niet-lege open verzameling

0¢cX een niet-lege open verzameling O' omvat met O' QA = §.

Definitie 2. X heet van de eerste categorie als er nergens dichte ver-

zamelingen Ai (1 =1,2,0..) van X bestaan met X = kJ Ai' X heet van de

. . ci=]
tweede categorie als X niet van de eerste categorigé is.

)
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Voorbeeld. De verzameling Q der rationale getallen met de gewone
topologie is van de eerste categorie immers Q = Lj {ri}, waarbi]

{ri}z=1 een aftelling is van Q. +=1

Ieder punt r. is nergens dicht in Q.

7osls uit de volgende stelling blijkt is R van de tweede categorie.

Stelling 1. (Stelling van Baire). Zij M een volledige niet-lege

metrische ruimte en lA } een gftelbaar stelsel nergens_dichte

verzamelingen van M. Dan 1;éﬂ\ (} l&% M i.h.b. is M # L} A;.

Bewljs.

7Zij O een willekeurige nlet-lege open verzamellng ult X. Daar AI nergens
dicht is, is er een open verzi?ellng O1 zo dat O1c;O O (WA = . Daar M
.ff?rlz?h is, kan men binnen O1 een oifn verzameling v1nden z6 dat

O,I(:O1 en diameter O1 = 6(01) < 1. 01:301 # 0.

Er geldt dus O, €O, 0. na, =@ en §(0,) < 1.

Kies nu een niet-lege open verzameling 02 zo dat 02<:O1, O.NA_ =0
en 6(02) < 3, : '

Met inductie defini&ren wij zo de rij 01, 02, ..o ,met de eigenschap

— ——— 1
0,€0 _, » O NA = g en G(On) <o
) ool
Volgens de stelling van Cantor is er een punt x & N O ==> xc—.Onoo
voor alle n ==> X éA voor alle n ==> X €& UH-A ==> xeM\J A

n=1
Daar x€Q, heeft iedere nlet ledige open verzamellng dus een niet-lege doorsnede

met M\ U A ==>(M\U A\ M.

n=1
OEmerklng. Deze stelling geldt niet alleen voor volledlg metrische
ruimten, maar zelfs voor iedere topologlscﬁ volledige ruimte.
Met behulp van deze stelling kan men b.v. bewijzen dat Q niet topolo-
gisch volledig is. Immers Q is van de eerste categorie en is dus de
vereniging van aftelbaar vele nergens dichte verzamelingen.
De ruimte I van alle irrationale getallen is van de tweede categorie.
Dit volgt o.a. uit het feit dat de vereniging van twee ruimten van de
1e categorie weer van de eerste categorie is, en R = TUQ is van de

2e categorie.

&



L3

Voorbeeld. Zij D de verzameling van alle redle getallen van de vorm

§
k =

™
]
I o~3 8

k=1

w

D is dan de doorsnede van alle Di (i = 1,2,000), waarbij D1 = [b,jj

en Di+1 uit Di verkregen wordt door weglating van de open intervallen
3%k~2 3k-T

3l ? 31
De machtigheid van D is ¢ (de machtigheid van het continuum): Iedere
rij {Gk}:=1, Gk =0 of 2 levert een element van D op, terwijl twee
verschillende rijen, twee verschillende elementen geven.

) (k =1, 2, «uu, 3571,

(

D heet de verzameling van Cantor. D is een gesloten deelverzameling
van BL1] en is dus compact. D is nergens dicht in BLTJ daar iedere

open interval ter lengte L een open interval ter iengte bevat,

1
k k+
3 cal
dat niets met D gemeen heeft.

Uit de stelling van Baire volgt nu dat het Cantordiscontinuum D iso-

metrisch ingebed kan worden in de ruimte van alle irrationale getallen.
Stel nl. voor ieder rationaal getal r, Dr = {x + T |J{eD}. Daar D
nergens dieht is in R is ook Dr nergens dicht in R. R is volledig metrisch,

dus R # L) Dr' Daar Qt:'Lj Dr is er dus een irrationaal getal o zd dat

req TEQ
o éDr voor alle r&Q.

De verzameling o - D bevat dan geen enkel rationaal punt en de afbeel -
ding D + a - D gedefini&erd door 4 - o - d is dan een isometrische

afbeelding van D in de ruimte van alle irrationale getallen.

Definitie 3. Een verzameling V van een topologische ruimte X heet een

Gs

verzamelingen.

~verzameling van X, als V de doorsnede is van aftelbaar veel open

V heet een Ec-verzameling van X, als V de vereniging is van aftelbaar’

veel gesloten verzamelingen.

Stelling 2. In een metrische ruimte M is iedere gesloten verzameling

F een Gs~verzameling.
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Bewijs.
F=(\ B,, (p)}.
{ng 1/n

n=1
Voorbeeld.,
Q is een Fc in R, maar geen GG'

Q is een Fc’ daar Q = U {r}.
TEQ -

Stel Q een G(S, dan was Q = Di Oi’ Oi open in R,
- . . . c
Daar Q = R en Q; (_Oi is ook O:oL dicht in R ==> <Oi) = R\Oj’_ nergens

dicht in, R.

Ook de verzameling Ar = R X{r} r rationaal is nergens dicht in R.
Fr geldt nu 8 = () OommA ==>

. i r

1=1 TEQ

fo]

r=U 000U &}

i=1 red

Dit is in tegenspraak met het feit dat R volledig metrisch is.



Colloquium "Topologie" (1966=1967)

15 februari 1967,

Spreker: J. van de Lune.

21, Indien X een compacte ruimte is en de funktie f : X + R is continu,
dan is, zoals bekend,het beeld f(X) ook compact; omdat in ons geval

£(X) een deelverzameling van R is kunnen we zeggen dat £(X) begrensd

en gesloten is. Een direct gevolg hiervan is dat een re€elwaardige
continue funktie f op een compacte ruimte X zowel zijn kleinste als

zijn grootste waarde aanneemt, )

Aangezien met f en g ook de funktie |f-g|, welke als volgt gedefini-

eerd wordt
| f-g| (%) = |£(x) = g(x)| voor alle xeX,
continu is, kunnen we definiéren

p(f, g) = max [£(x) - g(x)]}
¥eX

men gaat gemakkelijk na dat voor continue funkties f, g en h geldt

0 <= f =g (dewozo £(x) = g(x) voor alle xeX)

(i) o(f, g)

p(g, )

(ii) o(f, g)

(iii) o(f, h)

iA

p(f, g) +p(g, h)o

Duiden we de verzameling van alle reéelwaardige continue funkties op
een compacte ruimte X aan met C(X) dan kunnen we dus zeggen dat C(X)

een metrische ruimte is, met als metriek

p(f, g) = max | £(x) - g(x)]|.
xeX

De door deze metriek voortgebrachte topologie heet "de topologie van

de uniforme convergentie",

Stelling 1. Met bovengenoemde metriek is C(X) een volledige metrische

ruimte,

Bewijs: Zij {fnr;=1 een Cauchy-rij (= fundamentaal-rij) in C(X):

3 fn) = max !fm(x) - fn(x)! < ¢ zodram, n > N{e).
‘ x
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Voor elk vast punt xcX geldt
]fm(x) - fn(x)! e (£, fn) < ¢ zodra m, n > N(e),

met als gevolg dat {fn(x)}:=1 een Cauchy-rij is in R.

Aangezien R volledig is bestaat voor elke vaste x&X dus lim fn(x);
deze limiet duiden we aan met f(x). e
We tonen nog aan dat f continu is en dat lim p(fn9 f) = 0.

. -
Voor elke xeX geldt
1fm(X) - fn<x)l L p(fm, fn) < € zodra m, n > N(e);

dsar lim T (x) bestaat, volgt hieruit dat
homacd

]fm(x) - £(x)| £ € voor alle x€X, als m > N(e),
Het is duidelijk dat voor elk natuurlijk getal n geldt
l£(xg) = £(x)] g |£(xy) = fn(xo)i + £, (xy) = fn(x)l + |2 (x) - £(x)]s
geven we n de vaste waarde N = N(e) + 1 dan is

| £(x) = fN(x)‘ < € voor alle xeXj

wegens de continuiteit wvan fN is er bij elke ¢ > 0 een omgeving Oe van

x. te vinden zodanig dat

0
]fN(xO) - fN(x)l < € zodra x€0_.

Voor alle x€0_ geldt dus ff(xo) - f(x)| < 3e, waaruit volgt dat f

continu is in x.€X. Daar x

o o een willekeurig punt van X is, is f con-

tinu op X,
Uit |fn(x) - £(x)| < € voor alle xeX, als n > N(e), volgt tenslotte dat
p(fn, f) £ € zodra n > N(e), zodat lim p(fns f) = 0.

o
Opgave 1. 7Zij X een compacte topologische ruimte, (Y, p) een volledige
metrische ruimte en C(X, Y) de verzameling van alle continue afbeelaingen
van X in Yo
Defini&ren we voor f, g€ C(X, Y)

o(f, g) = max p(f(x), glx))

=X

dan is 0 een metriek op C(X, Y), terwijl C(X, Y) met deze metriek een

Vvolledige metrische ruimte is,
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In de volgende stelling bespreken we een voor de toepassingen belang-

rijk aspect van volledige metrische ruimten.

Stelling 2, (S, BANACH), Indien (X, p) een volledige metrische ruimte

is en ¢ is een afbeelding van X in zichzelf zodanig dat
D(¢(x1)9 ¢(x2)) < ko p(x19 x2) waarbij 0 < k < 1

(¢ heet dan een contraherende afbeelding of een contractie operator),

dan bestaat er in X &&n en slechts &&n punt % met de eigenschap

o ()

b4
(een punt met deze eigenschap heet een dekpunt van ¢).

Bewijs: ZiJ X, een willekeurig doch vast punt van X; definier

x] = ¢(xo)g x2 = ¢(X1)g x3 = q>(x2), °o05s o

Wegens
(% s %) = plo(x ), o(x _,)) 2
n
é, ke p(xng xnm’i) é oo o0 § k ® D(X1, XO),
en O(xn+p, xn) 2 D(xn+p, xn+p—1) ¥ aoe *+ p(xn+1, xn),

oo

geldt voor de ri) {xn}n=1

n

ntpe=1 n Xk
+ 000 + K)o p(xj, xo) Sy o p(x1, xo)

plx . xn) < (x

n+p

met als gevolg dat p(xn+P, xn) < € als n maar voldoende groot gekozen
wordt.

De rij {xn}:=1 is dus een Cauchy-rij in X; daar X volledig is, is
{xn}:=1 convergent met als limiet ReX,

Voor elk natuurlijk getal n geldt

(%, ¢(2)) (%, x ) +0(x, ¢(2)) =
=0(%, x ) +ololx _,), (%)) 5
Se(R, x ) +koolx o, )3

Wegens lim p (%, xn) = 0 kunnen we hieruit concluderen dat
n—)oo

&
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p(%, ¢(%)) =0
of % = ¢(2).

X bevat dus zeker één dekpunt van ¢

Veronderstel dat i1 en iz dekpunten zijn van ¢; dan geldt
9(219 }?2) = p(¢(ﬁ-‘)s ¢(§-2)) by k. p(ﬁ.‘, 3?'.2)

maar dit is alleen mogelijk als §1 = ﬁge

Er is dus slechts &&n dekpunt.

Opgave 2. Is (X, p) een metrische ruimte en ¢ een afbeelding van X

in zichzelf zodanig dat

(1) ¢(X) pre-compact is (d.w.z. de afsluiting ven ¢(X) is

compact )
(ii) p(o(x)s 0(x,)) < plxys x,) als x, # X,

dan bevat X precies eén punt % met de eigenschap

Asnwijzings Beschouw de funktie p(x, ¢(x))o

Toepassing 1, Is ¢ een differentieerbare afbeelding van het interval
[0, 1] in zichzelf, terwijl voor alle x&(0, 1) geldt

o' (x)] s k<1,
dan heeft de vergelijking x = ¢(x) precies &én oplossing op [0, T].

Bewijs: Het interval [b, i] is, met de gewone metriek, een volledige
metrische ruimte, Met behulp van de eerste middelwaardestelling uit

de differentisal rekening vinden we
l6(x,) = o(x,)]| = =y = x| o [87(2)] (xy <z < xp)
;kolx.‘“"xgi,

zodat ¢ een contractie operator is op [0, 1:] o

Volgens stelling 2 heeft ¢ dus precies €én dekpunt.
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Opgave 3. Tracht de bewering in Toepassing 1 te verscherpen m.b.v.
Opgave 2.

Toepassing 2. We beschouwen de gewone differentiaal vergelijking (d.v.)

y' = flx, )
waarbi] gegeven is

(i) f£(x, y) is reel en continu op de rechthoek

R={(x, )| Ix-x] g8 lyv=v,l 2]
(ii) a. M < b waarbij M= max |f(x, y)|
(x,y =
(iii) (Lipschitz voorwaarde) er bestaat een constante N

zodanig dat a . N < 1 en

| £(x, y1)“f(xsyé)I§Nw|Y1“Y2| voor alle x met fxwxoléaa

We zullen aantonen dat er op het interval |x~-x,| < a precies &&n funktie
vy bestaat die aan de d.v. voldoet en in X, de waarde Yo aanneemt .
Het is gemakkelijk in te zien dat elke oplossing y van de d.v. met

y(xo) = ¥, ook voldoet aan de integraal vergelijking (i.v.) in y

X
y(x) = Yo * J lt, y(t)) at
X

0
terwijl elke {continue) oplossing van deze i.v. tevens oplossing is van

de d.v. met y(xo) = ¥y

De d.v. en de 1.v., zijn dus aequivalent.

7Zij Y de verzameling van alle reselwaardige continue funkties y op
Ianol < a met

y(xo) =¥, en mex |y(x) - yol < b,

x-X,| 28

Deze verzameling Y voorzien we van de volgende metriek
plyys v,) = max [y, (x) = y,(x)];
X=Xg| 28
men gaat gemskkelijk na dat Y met deze metriek een volledige metrische
ruimte is (Y is een gesloten deelruimte van Cﬂ}omasxo+€]))a

Op Y definiéren we de operator ¢ als volgt

rs
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X
o) () =yg+ | ele, y(e) ass
x -
0
we gaan na of voor elke yeY ook ¢(y)eY.
Uit de definitie van ¢ volgt direct dat

i)

o (y) (xo) = ¥ps terwijl

X
[o(y) (%) = yol II £(t, y(t)) atl| <
*o

2 lx«-xole 1<a.MZsb voor alle x die voldoen aan lx—xol < a

zodat inderdaad ¢(y)EY.

Vervolgens tonen we aan dat ¢ een contractie operator is:

p(o(yy)y 0(3p)) = max [olyy) (x) = ¢(yp) (x)] =

X-DXO ;a.

it

X X
max|{y, + I £(t, y,&)) at} - {y, + f £(t, y,(t)) at}| =
X X4 Xq

X
mex| [ {2t 7,(0)) = £, ypeDlat] 5
X X

il

A

X
m§x|jx | £(t, 7,(8)) = £(5, y,(8))|at]

BA

[x Ty (8) - ya(t)
m_ix‘x_"ly-lt“"YQ !dtlé

in

as Mo p(y1, y2) = k. p(y1, y2) met 0 < k=all <1,

Op de volledige metrische ruimte Y hebben we dus een contractie ope-
rator ¢, met als gevolg dat er in Y precies &&n punt (= funktie) ¥
bestaat met de eigenschap ¢(y) = y. Y bevat dus precies &&n punt § dat

voldoet aan de betrekking

X
F(x) =y, + I £(t, F(t)) at.
x
0
Het een en ander betekent dat deze funktie ¥ op ]xmxol < a de enige

oplossing is van de d.v. y' = f(x, y) met y(xo) = ¥ge
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Opgave h9 Bewijs dat het volgende stelsel differentiaal vergelijkingen
Y% = fx(xs Tq3 Jos ccoy yn)

"= f,.(x
yg 2( 3 y19 y29 vooyg yn)
0EBORAOGOOOBROIOROOOBOOHO0EOBO

yé = fn(xs y39 yQa boog Yn)

precies één oplossing (F45 Fos oces F,)) heeft met §.(x,) = y

20
i
Hierbi] mag worden aangenomen dat

(i) de funkties £, re8elwaardig en continu zijn op het blok

B = {(x, Tqs cocs yn) !X-XO' = 29 lyi'iil S Pss i=1,2, cooy n}
(ii) er constanten N. bestaan zodanig dat

%fi(xs y19°°°9yn) = fi(xs ?p°°°9?n)L§Ni(ly1’?11+°°°+lyn”?n])

voor alle x met IXuxoi < a, terwijl a. ) N, <1
i=1

(iii) a M. & b, voor 1= 1, 25 ooy Ny

<]

waarbij M, = mgx |fi(x, Tys oo yn)

Opgave 5. Bewijs dat de volgende d.v.

y(n) (nmﬂ))

= f(x, Vs yis ceoyg &

met als randvoorwaarden y(r)(xo) = §r eenduidig oplosbaar is.

Gegeven is dat
(i) f redelwaardig en continu is op het blok
B = {(xs Tqe ccco yan) lX”xol S 8, lyi”§il = bi}

(ii) er een constante N is zodanig dat
N1

If(xs y19°0°syn~1) = f(xs ?19°°°9?nm1)| é Ne 021 ]yi“?il
l=

voor alle x met 'xnxolga,terwijl alNl <1

(iii) a M g bi waarbij M = max |f(x, Vs coos ynwj)l@
B
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Een gevolg hiervan is dat de lineaire d.ve

ey (n=1) ,

+ p(x) ¥y ooo + p (x) ¥y = alx)

waarbij de reéle funkties P; en q continu zijn op een gesloten interval I,

precies €&n oplossing § heeft die voldoet aan

Y o Py = nm1 o
F(xy) = ¥gs F7(xg) = Y45 0005 y( )(xo) = ¥poq°

Toepassing 3. Gevraagd wordt aan te tonen dat de lineaire integraal

vergelijking in h b
h(x) = g(x) + A I K(x, t) h(t) dt
a

voor voldoend kleine waarden van |A| eenduidig oplosbaar is.
Aangenomen mag worden dat h en g continu zijn op [2, b] en dat de kern

K continu is op het vierkant a 5 %X, t £ Do

Oplossing. Zij X de verzameling van alle re8le continue funkties f op
het interval [a, b|; nemen we
S R
Xetaa b]
als metriek op X, dan is X volledig volgens stelling 1.

Definider ¢ : X+ X volgens

b
8(£) (x) = glx) + A f K(x, ) £(t) dt.
a

We gaan na of er waarden van A zijn waarvoor ¢ een contractie operator
is op Xo
Uit

p(o(£,), ¢(£,)) = max lo(e,) (x) = ¢(£,) (x)] =

b
= max [ Ia K(x, t)(£,(t) = £,(t)) at| £

b
élkfemgx IalK(x, t)|at. p(f1s f2)

b
volgt dat ¢ contraherend is voor [A] omax J |k(x, t)|at < 1.
x ‘a
Volgens stelling 2 is de integraal vergelijking voor deze waarden van

A dus eenduidig oplosbaar.

&
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Opgave 6, Laat zien dat de niet lineaire integrasl vergelijking in h
b
h(x) = g(xz) + 2 I K(x, t, h(t)) at
a

voor voldoend kleine waarden van |A| eenduidig oplosbaar is.
Hierbi] mag verondersteld worden dat

(i) hen g continu zijnopa <x<b
(ii) de kern K(x, t, h) continu is op a £ x, t £ b.
(iii) er een constante N bestaat zodanig dat

|K(xy £, By) = K(x, t, b))

voor alle x, t met a £ x, t

<N, lh1_hei

< b

22, In paragraaf 21 hebben we gezien dat, indien X een compacte ruimte
is, de verzameling C(X) van alle redelwaardige continue funkties op X van
een metriek p kan worden voorzien zodanig dat C(X) een volledige metri-
sche ruimte wordt.

In deze paragraaf zullen we, met het ocog op de toepassingen in de appro-
ximatie theorie, de overal dichte deelverzamelingen van C(X) wat nader
bekijken.

Uit de analyse is bekend dat elke re€le continue funktie op een ge~
sloten interval [a, é] uniform willekeurig dicht benaderd kan worden
door polynomen; duiden we de verzameling van alle re&le continue
funkties op [é, b] aan met C[a, b] en voorzien we deze funktie klasse
van de topologie der uniforme convergentie, dan kunnen we de zojuist
gencemde approximatiestelling ook als volgt formulerens:

in de metrische ruimte C[ﬁ, b] 1ligt de klasse van alle polynomen (met
[, bl als definitie gebied) overal dicht.

Het doel van deze paragraaf is een generalisatie te geven van boven-
staande stelling van WEIERSTRASS. We beginnen met een aantal hulpbe-

grippen en lemma's te behandelen.

Definitie. Indien f en g re€elwaardige funkties zijn op zekere verza-

meling X dan definiéren we de funkties fv g en £ A g door
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(f v g)(x) = max {f(x), g(x)}

(£ A g)(x) = min {£(x), g(x)},

Men gaat gemakkelijk na dat deze definitie aequivalent is met de vol-

(£ ve)x) = ﬂz).:.;gﬁﬁ . !f(x)zggx)l

gende

+ o
(£ A g)(x) = f(x)gg(X) _ lf(X)Qg(X)l
Definitie. Zij X een verzameling en B een stelsel re8elwvaardige

funkties op X; dan heet B een gaas (een tralie) indien
f, geB=>f VvV g&B én f A g&B.

Lerms, 1., Voor het geval dat X compact is en het gaas BcC(X) is kunnen
we de afsluiting B van B (in de topologie van de uniforme convergentie)

als volgt karakteriseren.

o %

8 = 57987 {rec(x)|¥p, aX en Ve > 0 JgeB ¢ |£(p) - glp)| < ¢ en}
l2(a) - la)] < ¢

Bewijs: Aangezien het zonder meer duidelijk is dat BcB" behoeven we
slechts aan te tonen dat B CB,

Zij feB*; we zullen santonen dat voor elke ¢ > 0 er in B een funktie
h bestaat zodanig dat p(h, f) < e, zodat we kunnen zeggen dat f tot
B behoort.

Omdat fEB* is er bij elk paar p, deX een continue funktie hp éEB te

]
vinden zodanig dat

|hp’q(p) - £(p)| <€
en |hp’q(q) - £(q)] < €.
Definiéren we Up,q = {xex| hpgé) < £(x) + e}

dan is Up a een open verzameling in X, die p (en q) als punt bevat.
]
Fixeren we q en laten we p geheel X doorlopen dan krijgen we een stel=-

gel open verzamelingen in X dat X overdekt

x=\U U .
PEX p,Q
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Wegens de compactheid van X kan deze overdekking worden gereduceerd tot

een eindige deeloverdekking.

Xx=\) U
T iE1 pgea’

Defini€er h = h h N oo A D

a” "paa M Ppea P-4 (€ B),
zodat h (x) <h x) voor alle x&X,

ROFENNE
Elke x€X ligt in zekere UP a0’ zodat volgens de definities van hq en

39

U i
P:sd

1

hq(x) Sh q(x) < f£(x) + e,

Pls

Conclusies hq(x) < f(x) + & voor alle x€X.
Voor elke p; geldt: hp q(q) > £(q) = ¢ zodat
i’

hy(a) = m%n {hpi'q(q” > £{q) = €.

We hebben nu dus aangetoond dat er bij elke geX een funktie hdsB te
vinden is zodanig dat

(1) hq(x) < £(x) + ¢ voor alle xeX
(ii) hq(q) > f(q) - ¢
Definiéren we nu

q

dan is Vq een open verzameling die q als punt bevat,
Bijgevolg is het stelsel {Vq}

Vo= {xex hq(x) > £(x) - €}

qex een open overdekking van X; vegens

de compactheid van X kunnen we weer met een eindige deeloverdekking

volstaan N
X = v .
jk=)’[ Qj
Definider, h = h h cse VHh (e B)
’ 9y v L5 v a4y

dan geldt h(x) < £(x) + € voor alle xcX want volgens het bovenstaande

is hq (x) < £(x) + € voor alle xeX zodat

h(x) = max {h_(x)} < £(x) + e
i 9%
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Elke x€X ligt in zekere Vq zodat h_ (x) > f(x) = €3

daar h(x) = max {hq (x)} moet ook gelden
J J

h(x) » f(x) - € voor alle x€X.
Samenvattend kunnen we nu schrijven
f(x) = € < h(x) < £(x) + € voor alle xX, met als gevolg

p(f, h) = max |f(x) = h(x)] < e
xeX

Definitie. Zij X een topologische ruimte en B een stelsel reéelwaar-

dige continue funkties op X; we zeggen dat B de punten van X scheidt

indien bij elk paar verschillende punten p, g€X er in B een funktie
f bestaat zodanig dat f(p) # £(a).

Lemma 2. Is X een compacte Hausdorffruimte en BcC(X) zodanig dat
(i) B is een gaas: f, g€B =>f V geB én £ A geB

(ii) B is een vectorruimte over R : f, g€B =>0.f + B.gEB
voor alle o, BER.

(iii) 1eB,
dan geldt: B = C(X) <=> B scheidt de punten van X,
Bewijs: "=>", Op iedere compacte Hausdorff ruimte kan men bij twee
verschillende punten p, g€X altijd een reelwaardige continue funktie
£ construeren die de punten p en g scheidt, d.w.z. waarvoor f(p) # f£(q).
Van deze bewering zullen wij hier geen bewijs geven; wij volstaan met
een verwijzing naar de literatuur: W.d. Pervin, Foundations of general
topologys
Voor metrische ruimten (niet noodzakelijk compact) is bovenstaande be-
wering kennelijk juist; men neme f zodanig dat f(x) = p(x, q) voor
alle x€X. Wegens B = C(X) weten we nu dus dat B een f bevat zodanig
dat £(p) # £(q). Daar B de afsluiting is van B, bevat B dan ook wel een
funktie die p en ¢ scheidt.
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"=>"  Het is zonder meer duidelijk dat BcC(X), zodat alleen nog aangetoond
moet worden dat C(X)cB.

Zij feC(X); we zullen aantonen dat dan ook f€B.

Volgens lemma 1 is het voldoende aan te tonen dat er voor elke ¢ > O

bij elk paar punten py q€X een funktie %%QEB te vinden is zodanig dat

l%%ﬁ (p) - £(p)] < ¢

en 1?@& (q) - £la)]| < €.

Is p = q dan nemen we f zodanig dat ?@Q (x) = £f(p) = f(q) voor alle xe&X,
Omdat B de 1 bevat en bovendien een lineaire ruimte is, kunnen we zeg-
gen dat deze %%g tot B behoort.

Is p # g, dan bevat B een funktie g zodanig dat g(p) # glq).

We lossen 0 en B op uit

£(p)

o glp) +8

it

o glq) + B = £(q)

en nemen voor f de funktie a.g + BEB, Deze funktie voldoet ten

duidelijkste aan de gestelde eisen.

Lemma 3. Is X een compacte ruimte en B een deelverzameling van C(X)

zodanig dat
(i) B is gesloten
(ii) B is een lineaire ruimte over R : £, g€B => of + BgER

(iii) met f en g behoort ook de funktie f.g met (f.g)(x) =
= f(x).g(x) tot B

dan is B een gaas.

it

- + -
Bewljs: Vegens fv g Eéé + lﬁﬁéL

en het gegeven dat B een lineaire ruimte is behoeven we slechts aan
te tonen dat met f ook |f| tot B behoort.
Uit de klassieke analyse is bekend dat

&
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it

5] = (622 = [1 = (14D)}? =

5 1
1= ()(16?) + 11422 = + .. voor [1=t7] g 1

- terwijl deze reeks op [+] < 1 uniform convergent is.

Kies € > 0 en kies daarbij N zo groot dat

lltl - 8y(t)| < e voor alle [t] < 1

waarbi] N

1
s (6) = 1 (=10t
n
n=0
zij nu Pp(t) = Sp(t) = 8(0); is feB nu zodanig dat |[f(x)| < 1 voor
alle xe€X dan geldt

+ <

[£(x)] - By(£(x))

[ 2(x)| - Sy(£(x))

< 8(0)
< g +¢e =2 voor alle x&X,
terwijl PN in de volgende vorm geschreven kan worden

| PN(f(x)) =X, (x) + Ao fg(x) + oo + Aoy fgm(x)@

Uit deze gedaante van PN(f(x)) blijkt dat PN(f(x)) tot B behoort,
Conclusie |f|e€B(= B).

Stelling. (STONE~WEIERSTRASS).

Is X een compacte Hausdorff ruimte en BCC(X) zodanig dat
(i) B is een lineaire ruimte over R
(ii) f, g€B=> f.g€B
(1ii) 1€B
(iv) B is gesloten
dan geldt:
B = ¢(X) <=> B scheidt de punten van X.
Bewijs: Volgens lemma 3 is B een gaas, zodat volgens lemma 2 geldt
(B =)B =‘C(X) <=> B scheidt de punten van X.

Als toepassing van deze stelling bewijzen we de bekende approximatie-

stelling van WEIERSTRASS.
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Neem voor X het interval [é, tﬂ met de gewone topologie.

B, zij de verzameling van alle polynomen op [és b] met re8le codfficisn-
ten en zij B = §Oa B is dus de verzameling van alle continue funkties
die uniform willekeurig dicht benaderd kunnen worden door funkties

uit Bye We tonen aan dat B = C(X), duw.z. elke continue funktie op

[?, ﬁ] kan wniform willekeurig dicht benaderd worden met polynomen,

Men gaat gemakkelijk na dat (i) met B, ook B een lineaire ruimte over

R is terwijl met f en g ook f.g tot B behoort, (ii) 1€B, (iii) B = ﬁo
gesloten is,

Omdat B de funktie f met f(x) = x bevat, en dus de punten van X scheidt,

mogen we concluderen: B = C(X).

Opgave 1. Toon aan dat elke re€le continue funktie op [b, {] uniform
willekeurig dicht benaderd kan worden door polynomen waarin alle voor-
komende exponenten van x deelbaar zijn door nj hierbij is n een vast

natuurlijk getal.

Opgave 2. Is f een re€le continue funktie op de rechthoek
[a, ta x [e, d] in het platte vlak, dan geldt

b d d b
[ dx j f(x, yldy = f dy I f(x, yldx.
a c c a

Bewijs dit met behulp van de stelling van STONE-WEIERSTRASS.






Colloquium "Topologie" (1966-1967)

Spreker: P. van Fmde Boas

§23. Topologische producten

In de inleiding is gedefini&erd het begrip product van twee verzame-
lingen X en Y. De daar gegeven definitie laat zich zonder enige moeite

vees X

generaliseren voor ieder eindig stelsel verzamelingen X1, N

Definitie: Onder het (Cartesisch) product van de verzamelingenn
Xy veey X ie X X, % .00 x X 1

1 s X (notatie 1 %% ,, OF ook wel 2 Xn)

wordt verstaan de verzameling van alle geordende n-tupels

(x1, ceas xn) waarbij voor iedere i geldt xiezxi,

in formule uitgedrukt

X, = {(X‘i’ cees xn) | x,]eX,], x

1 X, ...,xnéXn}.

2 2

=2

i=1
Bedenk hierbij dat twee n-tupels (x1, ceas Xn) en (y1, coes yn)

dan en slechts dan gelijk zijn als voor iedere i X, =y

Het zal vaak nodig blijken ook producten van een stelsel van oneindig
vele verzamelingen te beschouwen. Dergelijke stelsels zullen wij vaak
aangeven met de notatie {XahxéI waarbij I een verzameling is die de
naem indexverzameling draagt. Bij iedere index c €I is er een verzameling

Xa gegeven.

Als I aftelbaar oneindig is mogen we voor I de natuurlijke getallen nemen.
In dit geval kunnen we de boven gegeven definitie generaliseren door in

— els | 13 | LB ) e 8 @ 1.3
plaats van n-tup te bekijken rijtjes (x1, s xn, ) waarblj xkest

voor iledere k.

Deze oplossing is niet meer mogelijk als I overaftelbasr wordt. Wij
zullen dan ook voor het product van het stelsel {XathI een algemene
definitie opstellen waarvan de boven gegeven definities speciale inter-

pretaties zijn.
.



&
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Definitie: Onder het (Cartesisch) product van het stelsel verzamelingen

I o o
iX'laeeI verstaan we de collectie van afbeeldingen 9 van I

in de vereniging &J Xa die voldoen aan de voorwaarde: voor
oel
iedere o €I is ¢(a) een element van X,

In formule:

HX={¢|¢:I+Ux)en (¢(a)ex )}.
aer aer © Vo‘eI o

Het verband met de eerder gegeven definities wordt gelegd door de

functie ¢ te noteren als (¢a)

o &T

Definitie: Xa heet de ae—COSrdinaat ruimte van o X .
oel

Onder de projectie Mg van het product op de B®-codrainaat

T X X
o

ruimte verstaan we de afbeelding =
' o€l

g 8

gedefiniéerd door

Indien de verzamelingen Xu allen gelijk zijn aan een vaste verzameling

X dan noteren we het product ook wel als: I X = XI.

GEL
XI bestaat uit alle afbeeldingen van I in X.

Beschouw thans het voorbeeld van het Fuclidische vlak E2

E2 = {(x,y) | xeR en ve IR} met de gebruikelijke metrische topologie.
Als verzameling is E2 het product van de re&le rechte met zichzelve.

2 = ‘ = =

E - m.l x Ren IR1 ]Rz IR.

De reé€le rechte heeft een topologische structuur.

We willen nu op een of andere manier met behulp van de topologische
structuur van R een topologische structuur op IR,l x IR2 defini&ren.
Liefst zouden we natuurlijk ook nog willen zien dat de aldus gedefini~
eerde topologische structuur semenvalt met de "natuurlijke" Fuclidische

2 .
structuur van E- zoals we die van ouds kennen.
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Aan het voorbeeld van het Euclidische vlak kunnen we het volgende

opmerken.

1e) De verzamelingen van de vorm 0, 02 waarbi] 0,

open in 1R2 zijn open in E~. Deze familie vormt een basis wvoor de

open is in ]R‘i en O2

Euclidische topologie want de open rechthoeken {(x1,x2) | a, <x, <b,
a, < X, < bz} zijn in de familie opgenomen.

2e) De verzemelingen van de vorm ﬂ;1(01) of Tr;[(og), 0, open inIR, en 0,

1 1

open in R, zijn open in E~. Dit stelsel vormt een subbasis voor de

2
Euclidische topologie want de stroken {<X1,X2) | a, < x

1 <b,|} en

{<X1’x2) | a, < %, < bg} zijn in het stelsel opgenomen.

Deze bevindingen laten zich rechtstreeks generaliseren voor eindige

producten.

Z1] {X1,¢2}, eo e {Xn,dg} een eindig stel topologische ruimten. We
kunnen een product-topologie op de verzameling X1 x Xe X eea X Xn
definiéren op twee manieren die voor dit eindige geval gelijkwaardig
zijn:

1e) De producttopologie & is de topologie die gegenereerd wordt door

de basis Paie als volgt 1s gedefiniéerd:

={B | B=0, % Oy % ees % Ops Oié@;._ voor iedere i = 1, ..., nf.

1
Aangezien in het algemeen geldt voor productverzamelingen:

I ANDT B =1A4NB
ol ¢ oer ¢ qer ¢ ©
kan men uit de definitie van P direct afleiden dat de doorsnede
van twee elementen uit Bweer in Bis bevat. ﬁis dus inderdaad

een basis.

2e) De producttopologie & is de topologie die gegenereerd wordt door de

subbasis Sdie als volgt is gedefiniéerd:

Cfe - ~
J-4s 13, s=17"00), 0,&F,, v =1, ..c, nl.
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We merken op dat de definities gelijkwaardig zijn aangezien het
stelsel eindige doorsneden van verzamelingen uit § precies gelijk

is aan de basis B.

Beide definities laten zich zonder meer generaliseren voor oneindige
producten maar houden dan op equivalent te zijn.
Als definitie van de producttopologie is de 2e definitie gekozen

waarbij de topologie gedefiniderd wordt door middel van de subbasis

o

Definitie Topologisch product :

Zij voor iedere o el X een tovologische ruimte met topologleﬁ’

Het topologlsch;product van het stelsel JX } bestaat dan ul‘t

de verzameling:

I X

o0&l
met daarop de topologie ¢Fdie gegenereerd wordt door de volgende
su‘bbas:LS/g

, -1 )
5: {S !gae,—rﬂs:ﬂ“ (OOL> en Oaé_ﬁ;;}.

Allereerst kunnen we bekijken welke basis door onrdt gegenereerd.

Dit is juist de familie van alle verzamelingen van de vorm:

0= 1 Oa’ Oa = Xa voor alle a €I op eindig vele uitzonderingen na
ol

Waarvoor ana; s

De verzemelingen van de vorm 1 0 waarbij de O voor oneindig vele o
echte open deelverzamelingen zfg‘n van X zijn dus niet open in de
producttopologie; zij hebben zelfs een leeg inwendige.

Het is zeer goed denkbaar om het stelsel verzamelingen

ﬁ= { I O ! 0 eﬁ’ voor iedere o»éI} op te vatten als basis voor een

topolog%e (zoals we dit ook gedaan hebben voor eindige producten).
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De topologie die we dan krijgen is bekend als de doosproduct-topologie

en is sterker dan de boven ingevoerde producttopologie. Zij bezit
enkele onaangename eigenschappen. Zo is het doosproduct van compacte
(resp. samenhangende) verzamelingen niet noodzakelijk weer compact

(resp. samenhangend). Wij zullen ons niet met deze topologie bezighouden.

Een eenvoudige eigenschap van het topologisch product is de volgende:

: I X =+ X, zijn continu en het Dbeeld van
B o€l o 8
een open verzameling 1§ weer open.

Prop.: De afbeeldingen T

Bewijs: Zij OB open in XB dan is W—1(OB) per definitie open in het

8

product.
713 (xu)a,el bevat in O, O open in het product, dan is
(xaxer bevat in een open basisverzameling van de vorm:
B= 1 Oa'

o&l
Dus (x ) € I 0cCO

oc'ael o
a&l

dus ﬂB((xa) ) = x éOBc_ﬂB(O).

o€l B

ﬂS(O) is dus omgeving van ieder van zijn punten, dus open.

Opm.: Een afbeelding die iedere open verzameling overvoert in een open

verzameling heet een open afbeelding.

Opm.: Het is mogelijk de producttopologie te karakteriseren als volgt:

De producttopologie is de zwakste topologie op 1 Xa Waarvoor
oel

alle projecties m, continu zijn.

g

Een belangrijke eigenschap is de volgende:

Stelling 1: Zij f een afbeelding van een topologische ruimte Y in het

topologisch product 1 Xa' Dan is f continu dan en slechts
oE&T
dan als voor iedere o el de samenstelling m, © f: ¥~ Xa

. continu is.
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Zij f continu. Voor iedere a T is na continu dus m,-0 T

is als samenstelling van continue afbeeldingen weer continu.

Zij Oopen in T X .
o €L
pel Xa en p€0. Dan is er een basisverzameling
ael
B= I 0 met O =X wvoor alle a1 op eindig veel na en
wel a a
Oaé@& voor iedere o zodanig dat pe B <O.

Noem de o waarvS?r 0, # Xa1a1, ees O y
Dan volgt B=n_ (0 )A7_ (0 JA...n7 (0 ).
o, ag o, o, o o
Nu is £ (B) = £ ) 11;1(Oa )) .
i=1 i i

Men kan gemakkelijk nagaan dat het totaal origineel van de
doorsnede van een stelsel verzamelingen gelijk is aan de
doorsnede van de totale originelen van dit stelsel verza—

melingen.

1
o=

-1 -1 k -1 -1, =1
Dus £ (B) =f (N n_'(0 )) = £ (n (0 )) =
R . 0. . O. .
1=1 1 1 1=1 i 1

k 1
= N (n. o f)” (o, 7.
i=1 % i

Maar voor iedere o is (ﬂu o f) continu dus
i
-1 N . . . -
(na o f) (Oa ) is open in Y. Hieruit volgt dat f
i 1
de doorsnede is van eindig veel open verzamelingen dus

'(8)

open.
Hieruit volgt dat f_1(o) omgeving is van ieder van zijn
punten dus f_T(O) is open.

Aangezien O willekeurig was gekozen is f continu.
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2k, Voorbeelden van topologische producten

I. De n-dimensionale Euclidische ruimte ET is homeomorf met het

topologisch product van n copie&n van de re&le rechte.

Dit is een generalisatie van het voorbeeld van het platte vlak
behandeld in de vorige paragraaf. Ga na dat de n-dimensionale

blokken van de vorm {(x cees X )| a; < x; < bi’ i=1, ..., n}

1° n
. n
een basls voor E  vormen.

IT. Het eindige topologische product van discrete ruimten is weer

discreet.

(Iedere verzameling bestaande uit &én punt is als product van

open &énpuntsverzamelingen uit de coSrdinaatruimten weer open.)

III. De torus is homeomorf met het topologisch product van twee

cirkels.

We kunnen dit het eenvoudigste inzien door het product van twee
cirkels te schrijven als:
{(¢,m) |0 <¢ <2m, 0<n < eor}

en de torus voor te stellen door de volgende parameter voorstelling.

I, = {(X,ysz)éﬁﬁ | x = cos ¢(1 +'% cos n), y = sin ¢(1 +~% cos n),
1.

Z = = 8in n}.

3
Men gaat nu gemakkelijk na dat de afbeelding

(¢,n) » (x(¢,n), ¥(0,n), 2(¢,n)) cen homeomorfie is.

We kunnen nu het begrip torus generaliseren voor hogere dimensies.

Definitie: De n~dimensionale torus Tn is het topologisch product van

n cirkels.

Noemen we de discrete ruimte bestaande uit twee punten:

{0,2} een doublet dan kunnen we bewijzen.

Stelling 2: Het Cantordiscontinuum D (zie voor de definitie blz. L43)
4 is homeomorf met het topologisch product van aftelbaar

oneindig veel doubletten.
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s N in h 44 .
Bewijs: Merk alleregrs}:{ op dat voor twee punten in het Cantordisconti

nuum: x = Z -ik-:-eny= Z —-i—'xk,yk = 0 of 2 geldt:
k=1 3 k=13
a) |x -yl <3 e x; =y; voor 1 < i < N.
b) X; =y, voor 1 < i< N == Ix—yIiS_N.
We beelden nu het Op;un'}tc X = (xk)kem uit P = kﬁ‘g {Ok,QK} af op
het getal ¢(x) = } —E— .

k=1 3
Dit is inderdaad een afbeelding van P in het Cantordisconti-

nuum. We bewijzen dat deze afbeelding ¢ een homeomorfie is.

P

¢ is éénéénduidig: Stel (x # (yk)kém dan volgt dat er een kleinste

Kk em 3
index N is met Xy # Yy zodat |¢(x) = o(y)] >3 7 >0 dus

o(x) # ¢(y).

.

¢ is op: Uit de mogelijkheid om een willekeurig getal uit het Cantor-

discontinuum te schrijven als de som van een reeks ) -5 met
8, = 0 of ay = 2 volgt dat ¢ op is. k=13

% is continu: Stel x £P en laat € > O gegeven zijn. Neem N zo groot dat

3 < ¢. Dan geldt voor iedere y P met X, Ty, voor 1 <k <N

[o(x) = o(y)]| < 37N . & Hieruit volgt dat het beeld van de

. _ =1, _ -
open verzameling O = Q1 L (lxk}) = {(yk)kém | ¥; = x; voor

1 < i < N} geheel bevat is in de open e-omgeving van ¢(x).
Hieruit volgt de continuiteit van ¢ in x. Aesngezien x wille-

keurig gekozen was in P volgt dat ¢ continu is.

9—1 is continu: ¢_1 is een afbeelding van een ruimte in een topologisch

product waarop stelling 1 van toepassing is. Neem een ké&IN

1

en stel M © 6 = \pk. We moeten bewijzen dat lpk continu is.

. -1 1
Nu is y, ({Ek}) = {ickeD | X, = 2} = Ay . Neem y €A, vast. Stel
z¢Den |y - z] <3 dan volgt Y =7 =% dus z&A . A is
dus omgeving van ieder van zijn punten dus open. Analoog bewijst

men dat gb;({ok}) open is, dus wk is continu.

« Ult deze vier eigenschappen volgt per definitie dat ¢ een homeo-

morfie is,
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Stelling 3: De. fundementaalbalk van Hilbert F (zie voor een definitie
blz. 37) is homeomorf met het aftelbaar oneindige product

van gesloten intervallen.

Bewijs: De fundamentaalbalk F is een metrische ruimte waarvan de
verzameling beschouwd mag worden als het Cartesisch product
. 1 1
van de gesloten intervallen I:— o + EI’

E" '11{'9 +£’19 p

1

F o=
k

n = 8

We kunnen F dus ook opvatten als topologisch product met
behulp van de producttopologie die in §23 is ingevoerd. We
zullen stelling 3 bewijzen door te laten zien dat de metrische
topologie en de product topologie gelijk zijn. Dit bewijzen
we met behulp van stelling 1 uit 87.

(1) Stel xéF en x&0, O een basisomgeving van de producttopologie.

Dan omvat O een verzameling O' van de vorm:

«©

1 17
o' = 1 o ox 1 [og g
k=1 k=N+1
waarbij Ik een open interval is in [; %3 + %j dat Xy omvat. (Let

op dat open hier bedoeld is in de zin van open in de relatieve

topologie.) Er is dus voor iedere k, 1 <k < N een &_ > 0 met

k
Uek(xk)¢;Ik°
Stel nu Min € = E- Dan gaat men gemakkelijk na dat de verzame-
k=1...N

ling Ue(x) uit de metrische topologie geheel bevat is binnen 0O'.
We hebben dus binnen de productbasisomgeving een basisomgeving uit

de metrische topologie gevonden die x omvat.

oo

(2) Stel x&F en € > 0, Kies een N met z LS < £, stel verder voor
2 2
k“N+1 k 1
k=1 ... 0N I )(\[ T 'E] Stel tenslotte

N km *x V‘“\ k V oN
Il Ik x I E ) I Men gaat nu gemekkelijk na dat O een
k=1 k=N+1

open basisverzameling is uit de producttopologie met x¢0¢ UE(x).

0

We hebben dus binnen de metrische basisomgeving een product basis-

omgeving gevonden die x omvat.
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Uit (1) en (2) volgt dat de metrische topologie en de producttopologie

aan elkaar gelijk zijn.
Opgave: Bewijs de volgende generalisatie van stelling 3.

Stelling 4: Het topologisch product van aftelbaar veel metrische
ruimten is metriseerbaar. (Er is dus een metriek te
definiéren zodanig dat de producttopologie en de metrische

topologie gelijk zijn. Zie ook blz. 9.)

Asnwijzing: Stel p(x,y) is een metriek op X. Dan is ook de functie
p'(x,y) = Min (1, p(x,y)) een metriek op X die dezelfde
topologie bepaalt. De metriek o'(x,y) is. echter begrensd.
Defini€er nu uitgaande van deze begrensde metrieken op
het product een metriek analoog aan het voorbeeld uit

stelling 3.

Opmerking: Het topologisch product van aftelbaar veel open intervallen
is homeomorf met de Hilbert-ruimte (zie blz. 5). Deze
stelling is pas omstreeks 1965/66 bewezen door R.D. Anderson,

nadat het sinds 1928 een onopgelost probleem was geweest.

Stelling 5: De ruimte der irrationale getallen is homeomorf met het
product van aftelbaar veel cople&n van de natuurlijke

getallen.

Bewijsgang: Voeg aan het rijtje {an}:=1 a €W voor iedere n& W het

irrationale getal toe dat de limiet is van de oneindige
1 1 1

kettingbreuk: a 6 + —  — —_— ses e
+ + +
1 a, aq a),
Men gaat nu gemakkelijk na dat deze afbeelding een homeo-
morfie is van het product op de ruimte der positieve

irrationale getallen.
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25. Eigenschappen en toepassingen van topologische producten.

Stelling 6: Het topologische product van Hausdorff-ruimten is weer een

Hausdorff-ruimte.

. o - i H
Bewijs: Stel (x ) 5 en (v) g PUten uit o X .
Als

(Xa)ael # (ya)aei is er een index oj met xao # yuo.

In Xao bezitten x, eny, disjuncte omgevingen Uao en Vy .

.. -1 -1 o o , .
Dan zijn ﬂao(Uao) en nuo(Vao) disjuncte omgevingen van (XQ)GEI
en (ya)aél'

Opgave: Bewijs dat het product van T1—ru1mten weer een T1—ru1mte 1S.

Stelling 7: Het product van samenhangende ruimten is weer samenhangend.

Bewijs: We bewijzen de stelling achtereenvolgens voor het product van
twee ruimten, voor eindige producten en voor willekeurige

producten.,
We gebruiken hierbij wezenlijk de volgende eigenschap.

- I
Stel X wel Xa en JcI.

Stel voor iedere o€INJ p, een vast punt uit Xu'
I I

acd Xu * a€INT
homeomorf met het topologisch product

Dan 1s de verzameling {pu} als deelruimte

I
. a&J Xa'
In het bijzonder 1s Xq X B#a {pB} homeomorf met Xa'

Stel nu dat X1 en X2 twee samenhangende ruimten zijn.

Neem p, vast in X1. De verzameling {p1} x Xé is homeomorf met

X2 dus samenhangend.

Voor iedere pcX, is de ruimte X, x {pz} samenhangend.

Verder is {p1} x X,NX, x {p2} = Kp1, pe)}niet leeg dus
{p1} X Xe\JX1 x {pe} is samenhangend.

Als we p, de ruimte X, laten doorlopen vinden we een stelsel

2
samenhangende verzamelingen die onderling een niet lege door-

snede hebben ({p1} x X, zit in allemaal) waarvan de vereniging

2

gelijk is aan X1 x X2.
. Volgens §17 s t. 16 is X, x X, dus samenhangend.
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Neem nu aan dat we reeds bewezen hebben dat het product ven k samen-

hangende ruimten weer samenhangend is-(k<€[N). Aangezien
k+1 k
I X = I, X xX is ook het product van k+1 samenhangende ruimten
n=1 P n=1 "n k+1
samenhangend.
Op deze wijze bewijzen we met volledige inductie de invariantie van

samenhang voor eindige producten..

Stelling 7 laat zich nu als volgt bewijzen:

Zij p = (pa)ael een vast punt uit de verzameling X = ugi X,

7ij Ap = {(ya)ael f Y, = B, voor alle o op eindig veel na.}

Men gaat nu gemakkelijk na dat Ap de vereniging is van het stelsel ver-
zamelingen Ty .o {p }

aed "o oI\ 'Ya

als J het stelsel eindige deelverzamelingen van I doorloopt. Al deze
verzamelingen bevatten het punt p en ze zijn homeomorf met een eindig
product van samenhangende ruimten. Hieruit volgt met st 16, §17
dat Ap samenhangend is.

Tevens kan men gemakkelijk nagaan dat Ap dicht ligt in X.

Uit st 14, §17 volgt nu dat Kp = X samenhangend is, hetgeen te bewijzen

viel.,
Zonder bewljs vermelden we de zeer belangrijke stelling van Tychonoff:
Stelling 8: Het topologisch product van compacte ruimten is compact.

Deze stelling is niet elementair te bewijzen; men moet het keuze-axioms
gebruiken. Sterker nog: de stelling van Tychonoff is gelijkwaardig met
het keuze-axioma.

Zie voor bewijs: J.L. Kelley: General topology. blz. 143.

J.L. Kelley: The Tychonoff product theorem implies the
axiom of choice, Fund Math 37 (1959)
blz. 75-76.

W.J. Pervin: Foundations of General Topology, blz. 142,

Bij de toepassing van topologische producten treedt het product van
gesloten intervallen op de voorgrond; wij zullen het daarom een eigen

naam geven:
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Definitie: Een kubus is het topologisch product van intervallen.
Notatie: C; = [0, 1]1.
Veronderstel dat we op een ruimte X een stelsel continue
functies {fa}acl gegeven hebben van de ruimte X in het inter-
val [0, 1]. We kunnen dan de volgende afbeelding e : X »> [b, 1]1

die bekend is als de "evaluatie afbeelding" bekijken:

D =
e(x) = (xa)ueI met X = fu(x).
We zeggen dat het stelsel {fu} punten scheidt als er bij

ieder pasr punten p, q€X een functie f is met fa(P) # fa(q)
(Vgl. blz. 56).

We zeggen dat het stelsel {fa} punten en gesloten verzamelingen

scheidt als er bij ieder punt p&€X en bij iedere gesloten

verzameling GCX die p niet omvat een functie f 1is met

fa(x) & fa(G).

We kunnen nu de volgende stelling bewijzen:
Stelling 9: a) De evaluatie-afbeelding e : X ~ [0, 1] is continu.

b) Als {fa} punten en gesloten verzamelingen scheidt is

o€l
e een open afbeelding van X op e(X)(:CI.

c) Als {foc}ocel

ding.

punten scheidt is e een éénéénduidige afbeel-

Bewijs: a) De afbeelding e is een afbeelding in het product. Aangezien
moe= fa voor iedere a€l continu is is volgens stelling 1

e zelf continu.

b) Stel O open in X en x20. X\O is een gesloten verzameling die
x niet bevat dus er is een functie f“oei{fu}aEE zodanig
dat f%(x) ¢ £, (X\0).
Er is dus een omgeving Uy c [0, 1]u0 van fao(x) die fao(X\O)
0
mijdt. Hieruit volgt dat:

n;;wuo) A nag(fao(}c\on = 9.

-1 . . . .
m, (U, )0 e(X) is een open verzameling in e(X) die e(x) omvat
0 0
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en de verzameling e(X\0) die geheel bevat is in ﬂ&;(fuo(X\O))
mijdt. '
Hieruit volgt dat e(0) in e(X) een omgeving is van ieder van

zijn punten dus e(0) is open in e(X).

c) Stel x # y. Dan is er een qu met fao(x) # fao(y) dus %o, # Yo -
Hieruit volgt e(x) # e(y).

Uit stelling 9 volgt direct de volgende inbeddingsstelling:

Stelling 10: [inbeddings—lemmal. Als er op een ruimte X een stelsel
continue functies van X naar {b, 1 te vinden is dat punten scheidt
en punten en gesloten verzamelingen scheidt dan is X homeomorf

met een deelruimbte van een kubus.

Een ruimte waarvoor een stelsel functies {fu} als bedoeld in stelling

10 te vinden is heet een volledig reguliere ruimte.

De klasse van volledig reguliere ruimten is dus precies gelijk aan de

klasse van deelruimten wvan kubussen.

Als we een volledig reguliere ruimte hebben ingebed in een kubus en we
bekijken de afsluiting van het beeld in de kubus dan is dat een geslo-
ten deel van een compacte ruimte (Stelling 8) dus compact.

We hebben hier dus de situatie dat een ruimte X is ingebed in een com-
pacte ruimte EYiﬁ'zodanig dat het beeld e(X) er dicht in ligt. In deze

situatie spreken we van een compactificatie van X.

Een ander soort toepassingen hebben we in het geval dat het stelsel
functies {fu} uit stelling 10 aftelbaar is.

We hebben al bewezen dat het aftelbare product van intervallen [Q, 1TN
metriseerbaar is (stelling 3). Een deelruimte van qN is dus ook metri-

seerbaar (Zie blz. 23).
We kunnen dus san stelling 10 toevoegen:

Als het stelsel {fa} aftelbaar te kiezen is dan is de ruimte X metriseer-

baar.
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Collogquium "Topologie" (1966-'67)

10 en 24 mei 1967
Spreker: M.A. Maurice

§26. Scheidingsaxioma's

Opmerking vooraf: In het volgende zullen we diverse malen een
bewering uitspreken, zonder er een bewijs van te geven; zulke

beweringen zjjn bedoeld als opgaven.

1. T, -ruimten. Zie §16.

Bewering: (i) Het product van T1—ruimten is weer een T1-ruimte.
(ii) Een deelruimte van een ‘I‘1—ruimte is weer een
T1—ruimte.
2. T -ruimte = Hausdorff-ruimte. Zie §16.
Bewering: (i) Het product van T2—ruimten is weer een T2—ruimte.
(ii) Een deelruimte van een Te—ruimte is weer een

T2—ruimte .

Bewering: (i) Een T2—ruimte is een T1-ruimte.

(ii) Er zijn T1-ruimten, die geen T2—ruimte zijn.

3. Een topologische ruimte X heet regulier, indien Y gesloten F:

VXé F :3 open 0_, Op : [xéox, FeOp en 0,n0p = (ﬂ.

Lemma: X is regulier <==> v open U : Vp el : 3 open O :
p€O <0 eU.

Een _?_E—rulmte is een reguliere T1-ru1mte.

Bewering: (i) Het product van reguliere ruimten (resp. T3-ruimten)

is weer een reguliere ruimte (resp. T3-ruimte).
(ii)Een deelruimte van een reguliere ruimte (resp.
T_-ruimte) is weer een reguliere ruimte (resp. T,-

3 3
ruimte).
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Bewering: (i) Een T3—ru1mte is een T2—ru1mte.
(ii) Er zijn T -ruimten die geen T_-ruimte zijn.

2 3
Bewijs:
(i1) zie bijv. Dugundji, blz. 141,
Een topologische ruimte X heet volledig regulier, indien bij alle

x€X en alle omgevingen Ox van x een continue functie ¢: X - [0,1]

bestaat zodanig’dat: $(x) = 0 en ¢(y) = 1 voor yeX \Ox.

Een Tychonoff-ruimte is een volledig reguliere T1-ruimte.

N.B. Ga na dat de definitie van een volledig reguliere ruimte zoals
die op blz. T3 is gegeven overeenstemt met de definitie van een

Tychonoff-ruimte zoals we die hier boven gaven.

Bewering: (i) Het product van volledig reguliere ruimten (resp.
Tychonoff-ruimten) is weer een volledig reguliere
ruimte (resp. Tychonoff-ruimte).

(ii) Een deelruimte van een volledig reguliere ruimte
(resp. Tychonoff-ruimte) is weer een volledig

reguliere ruimte (resp. Tychonoff-ruimte).

Bewijs:
(1) Laat X, volledig regulier zijn voor ieTI en zij
X = 1 Xi.
iel

Zij xeX en zij U een omgeving van x in X; zonder beper-

king der algemeenheid mogen we aannemen dat

waarbij Ui een omgeving is van X in Xi’ terwijl slechts

eindig vele U, # X, zijn; bijv. alleen Ui1, Uie, cee, Ui
Er bestsan nu continue functies

£, X].k > [0,1]

zodanig dat

n
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"
o

fo(x, )
koL, (kK = 1, 2, see, 1)

£ (y. ) 1 voor y. € X. \U;
k 1k 1k 1k 1k

Men gaat nu gemakkelijk na dat de functie f: X - [O,‘l:[

die gedefini&erd wordt door

f= sup f o T,
k=1,2,¢00,0 k Tk

een continue functie is, die voldoet aan

f{x) = 0

£(y) 1 wvoor ye& X\ U.

Bewering: (i) Een Tychonoff-ruimte is een '1"3-1{'ui1rn1;eo

(ii) Er bestaan T_-ruimten, die geen Tychonoff-ruimte

o o 3
zijn.
Bewljs:
(1) 2ij U open en zij pe&U.
Er bestaat dan een continue functie ¢: X - E),‘I],
zodanig dat ¢(p) = 0 en ¢(q) = 1 voor q&X\U.
Dan volgt O = f_1[[0,%)] is open, F = f_T[[O,%]] is
gesloten, en p €0 cO(c F)e U. :
(ii) zie bijv. Dugundji, blz. 15h.

5. Een topologische ruimte X heet normaal, indien VY gesloten F, G:

FAG=¢ ==> 3 open Oy, O : [Feoy, G0y, 0pn0, = 7].

Lemma: X is normaal <==> Vopen U : 'V(gesloten GeU : 4 open O :

Gec0e0cl.

Een E[‘_h—ruimte is een normale T1—ruimte.

6. Stelling: Een metrische ruimte is een Tu-—ruimte.

BewlJjs:
Laat F en H disjuncte gesloten verzamelingen zijn in de

. metrische ruimte (X,p).
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1o(p,H) voor peF

7ij nu €
J D

n, = 20(q,F) voor qeH;

dan is € > 0O enn_ > 0.
P a

We schrijven

U= (p),V=UBn(q)-
geH

Be
PEF  p Q
Dan zijn U en V open, en FcU, HEV.

We behoeven nog slechts aan te tonen dat UV = §.
Aldus: indien xeUNYV dan volgt

dApeF: o(p,x) < €
g eH: o(q,x) < g

en dus

bijv.
p(p,a) < p(p,x) + plg,x) < SP + nq <2 max(ep,nq) __‘]_ 2ep;

echter: p(p,H) = 2€P. Tegenspraak.

Stelling: Een compacte T2-ru1mte X 1is een Th—rulmte.

Bewljs:

Laat A en B disjuncte gesloten verzamelingen zijn in X,
A en B zijn dan ook compact.

(i) 27ij p ¢ B. YbeB bestaan er disjuncte open omgevingen
(b)
0

jY
king van B, die dus een eindig?bdﬁeloverdekking
n ., 1. i n . .
{Ob.}. heeft. Dan zijn O OP en U 0, disjuncte
1 1=] 1=1 1=1 1
open omgevingen van p resp. B.

en Ob van p resp. be. {ob}be.B 1s een open overdek-

(ii) Dus: ¥ a €A bestaan er disjuncte open omgevingen Oa en
(a) | .
0B van a resp. B. Dan 1s ‘Oa}aeA een open overdekking

van A, die dus een eindige deeloverdekking {O }m heeft.
m n(a,) 81 i=1

Dan zijn |J 0, en N Og ' disjuncte open omgevingen
i:‘] i i=1

van A resp. B.
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7. Lemma ven Urysohn: Zij X normaal. Als A en B disjuncte gesloten

verzamelingen zijn in X, dan bestaat er een continue functie
f: X > [0,1], zodanig dat f(a) = 0 voor alle a &A en £f(b) = 1
voor alle be& B.

Bewijs:
(a) 21 D = {£— | kx,n geheel > 0},
" B

Elke deD, d # 0, is eenduidig te schrijven als

2mt 1

211

Voorts ligt D dicht in de verzameling der niet-nega-

, m =m(d) en n = n(d) geheel.

tieve reéle getallen.

(p) We zullen nu voor alle t€ D een open verzameling Uth

definiéren, zodanig dat

USc.Ut als s < t veees (™)

en ACU_, UNB =0 (r < 1).
Aldus:

(i) Voor a4 > 1 zi] Uy = X

(i1) ZijJ U1 = X \B.
Voorts: Daar X normaal is, bestaan er disjuncte open

verzamelingen U0 en OO z0 dat ACUO, BCOO.

(iii) Men verifigert gemakkelijk dat voor de tot hiertoe
gevonden U's (nl. Uy voor d = 0 en 4 > 1) asn de voor-
waarde () is voldaan.

Voor de overige waarden van d gebruiken we inductie

naar n = n(d).

Laat dus Ud gevonden zijn voor alle deD met 0 < d < 1

en n(d) < n-1.

7ij dan t €D, O < t < 1, zodanig dat n(t) = n; zeg
2m+1 om _ m _ 2mt2_mtl

— Indien nu d1 == =-——en d2 — .
o 2 2 2 ot~

is

5 d.1 <t < d2 . n(d1) < n-1en n(de) < n-1.

dan
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Op grond van de inductie-aanname zijn U, en U, al

d1 d2
geconstrueerd, terwijl voldaan is aan Ed C,Ud .
1 2
Dan zijn -ﬁd en X \Ud disjuncte gesloten verzamelingen

1 2
in X. Omdat X normaal is, bestaan er dus disjuncte
open verzamelingen Ut en Ot zodanig dat ﬁd < U,
1
X \Udzc O, . Dan volgt ook dat Utc(X\ 0, c.)Ude.

cit1 en d2 zijn opvolgende elementen in de verzameling

Dn—1 der indices s €D waarvoor Us reeds geconstrueerd
werd verondersteld en waarvoor aan () is voldaan.

Is dan D de verzameling der indices die uit Dn-'l ontstaat
door toevoeging van alle teD, 0 <t < 1, met n(t) = n,
dan volgt ommiddellijk dat ook alle US met s&D aan ()
voldoen.

Hierdoor is de constructie van alle Us’ s €D, door

inductie voltooid.

Flke x €X behoort tot ten minste &én U» t&D. Definiger

nu een reéelwaardige functie ¢ op X door

o(x) = inf‘{teD | ert}.

Dan geldt
0 < ¢(x) <1 voor alle x &X
¢(a) =0 voor alle a €A
o(b) = 1 voor alle b &€B.

Een subbasis voor de (gewone) topologie in B),‘l] wordt
gevormd door de familie % van alle verzamelingen van

de vorm

L, = [ze]o,1] | z < p} = {ze[0,1] | z > p}.

R
b
Men gaat nu gemakkelijk na dat
. [Lp] = U U,
teD

t<p
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en
¢-1[[O,1]\Rp] =N,
€D
t>p

waaruit volgt dat het inverse beeld onder ¢ van elk element
van de subbasis 4] open in X is. Dit houdt in dat ¢ continu
is.

Bewering: (i) Een Th—ruimte is een Tychonoff-ruimte.

(ii) Er bestaan Tychonoff-ruimten, die geen Th—ruimte zijn.

Bewijs:

(1) 213 Vp een omgeving van p. Dan zijn {p} en X‘\Vg disjuncte
gesloten verzamelingen.
Op grond van het lemma van Urysohn bestaat er dus een
continue functie ¢: X + [@,11 zodanig dat f(p) = 0 en
f(q) = 1 voor qe_X\Vg.

(ii) 7ij w het kleinste niet-eindige ordinaalgetal, en 2zij
Q het kleinste niet-aftelbare ordinaalgetal. Laat Xw

(resp. X_.) de verzameling van alle ordinaalgetallen

9]

< w (resp. < @) zijn. Maak X en X, tot topologische

f
ruimten d.m.v. de orde-topologie. Xw en XQ zijn dan

compacte T_.-ruimten. Ook het topologisch product T

2

van X en X (de z.g. "Tychonoff-plank") is dan compact

2
T2. T is dan ook een Th-ruimte en dus zeker een
Tychonoff-ruimte. Beschouw de deelruimte ¥ =T \{(w,Q)}.
Deze is zeker een Tychonoff-ruimte. Men kan echter be-

wijzen dat Y géén normale ruimte is.

8. Voortzettingsstelling van Tietze: Zij X normaal. Als A een gesloten

deelverzemeling is van X, en f: A ~TR is een continue functie, dan
bestaat er een continue voortzetting ¢: X >R van f.
Bovendien geldt: Als |f(a)| < ¢ voor alle ael, dan kan men ¢ zo

kiezen dat ook |¢(x)| < ¢ voor alle xe&X,



Bewijs:

(i)

(ii)
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Als g: A +R continu is, en |g(a)| < ¢ voor alle aeA,
dan bestaat er een continue h: X >R 28, dat

|h(x) | f_-;- c voor alle x&X

lg(a) - h(a)| i% c voor alle a &A.

Immers:

P={aeA|g(a)i%—c} enQ={aeA|g(a)f_—%—c}

zijn gesloten in A - en dus ook in X (daar A gesloten

is in X). Bovendien is PNQ = ¢.

Lemma van Urysohn ==> 4 continue h: X - [— % c, + %— c:[
zodanig dat

f(p) = + 1. yoor p &P, en

f(q) = - 2 ¢ voor q&Q.

h is de gezochte functie.

zij |f(a)] < c op A.

Past men (i) toe op f dan volgt de existentie van een

continue functie hy: X+ R z6, dat
1

|ho(x)| <3ec voor x €X

|f(a) - ho(a)| _<_—§- c voor a €A,

Vervolgens past men (i) toe op f - hyy ==> 3 continue

functie h,: X -R, z6, dat

h,(x) <+ .2 voor x €X
1 -3 3
: 2 2
|f(a) - ho(a) - h1(a)| 53 ° 3¢ voor a€A.

Daarna passen we (i) toe op f - h, - h1; enz,

0
Enzovoort.
Voor alle n = 0, 1, 2, ... vinden we zo continue
functies hn: X » R zodanig dat
1 ,2.n
|hn(x)| = (3) ¢ voor x€X

|f(a) - ho(a) - e = hn(a)| f_%— %)nc voor a &€A.
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Dan geldt:

De reeks ) hn(x) convergeert uniform op X, en dus
n=0

is ¢(x) = z hn(x) een continue functie.
n=0

Voorts volgt uit de eerste ongelijkheid dat

(=]

lo(x)| < ) ‘13'(

n=0

YWe = ¢

wiro

en uit de tweede ongelijkheid dat
¢(a) = f(a) voor a €A
- zodat ¢ een voortzetting is van f.

(iii) zij |£(a)] < c op A.

Volgens (ii) bestaat er in ieder geval een continue

voortzetting ¢: X > R van f die voldoet aan lo(x)] < e
voor x€X.

7ij dan B = {x | |¢(x)]| = c}; B is gesloten in X,

en AAB = §. Lemma van Urysohn ==> 3 continu y:
X -~ [0,1:[ zodanig dat ¥(a) = 1 voor a&Ah en y(b) =0
voor b &B.

Men verifiéert ommiddellijk dat nu ¢ = ¢ ° ¢ een continue
voortzetting is van f, die voldoet aan [6(x)]| < ¢ voor

x€X,

(iv) 7ij f niet noodzakelijk begrensd.

Laat ¥ een homeomorfie zijn van R op (=1,+1). Op grond
van (iii) heeft yef: A -+ (-1,+1) een continue voort-
zetting ¢: X > (=1,+1).

Dan is x—1o f: X >R een continue voortzetting van f.

9. Bewering: (i) Het product van twee Th-ruimten is niet noodzakelijk
weer een be—ruimte.
(ii) Een deelruimte van een Th—ruimte is niet noodzakelijk

weer een Th—ruimte .
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Bewijs:
(i) Zij S de verzameling der reéle getallen. We topologi-~

seren S door middel van de half-open-interval-topologie;
d.w.z. we kiezen als basis voor de topologie in S de
familie van alle half-open intervallen van de vorm
[é,b) = {x | a < x < b}, Men gaat gemakkelijk na dat S
een Th-ruimte is.
S x S is echter niet normaal. Men kan dit direct aantonen.
Wij schetsen een bewijs dat gebruik maakt van de stelling
van Tietze:
o, De aftelbare verzameling N van alle punten (s,t)
Wwaarvan beide cobrdinaten rationaal zijn, ligt
dicht in 8 x S,
Een continue funectie f: S x S >R is dan volledig
bepaald doorJeijn waarden op N. Hieruit volgt dat er
ten hoogste [0 = A van zulke continue functies
bestaan.
B. De deelruimte A = {(s,t) | s+t = 0} van § x S'is
discreet. Elke functie ¢: A > R is dus continu.
Er zijn kt = 2‘ van zulke functies.
Y. Tenslotte is A gesloten in S8 x S.
8. Dan volgt ommiddellijk uit de stelling van Tietze
dat S x 8 niet normaal kan zijn.
(ii) We gebruiken het al eerder gegeven voorbeeld van de
Tychonoff-plank T (zie punt T7): T is normaal, maar

de deelruimte Y is niet normaal.
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1'

Colloguium "Topologie"

januari 1967

zij x = {1, 2, 3}.

a) 7ijd = {s, %, {1, 2}, {2, 3}].

Is ‘Jeen topologie voor X?

b) 21§ = {s, x, {1, 2}}.
Is “J een topologie voor X?
Is 3 verdichtingspunt van {1, 2}z
Wwat is {3 ?
Wat is 11, 2} ?
Wat is {1 2

Zij A een verzameling.
Definiéer p(x,y) = 1 x#y X,yEA
p(x,y) =0 x=y

Bewijs dat p een metriek op A is.

Stel p een vast punt  van A. Hoe ziet voor r = 2, 1, 2 Br(p) eruit?

Beschouw R° met de gewone metrische topologie (n vast).

Bewijs dat de afsluiting van een open bol Br(p) = {xn&Rn ] p(x,p) < r}
gelijk is aan de gesloten bol Sr(p) = h{éffll p(x,p) < r}.

Geef een voorbeeld van een metrische ruimte waarin bovenstaande ei-

genschap niet geldt.

Bewijs dat de deelruimte van R bestaande uit alle natuurlijke getal-
len discreet is.

Is de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen discreet?

Zij Q de deelruimte van R bestaande uit alle rationale getallen.
Stel o een willekeurig irrationaal getal.
Bewijs dat de verzamelingen {xeQ | x > a} en [x€q | x < a} zowel

open als gesloten in Q zijn.
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Beschouw de verzameling R met gewone topologie.

Wat zijn de inwendige punten van het segment [b,1]?
Wat is de rand van [9,1] in R?

Dezelfde vragen als men BL1] vervangt door BL1]\{%}.

Bestaat er een homeomorfisme van een open interval op een gesloten

interval? (Beschouw topologische eigenschappen.)

Bewijs dat de ruimte der rationale getallen van [b,1] niet compact is.
Bewijs ook dat de ruimte der irrationale getallen van [0,1] niet com-

pact is.

Stel R de verzameling der reéle getallen.

a) Beschouw alle verzamelingen (a,b] met a,b€R; a < b.
Bewijs dat dit een basis is voor een topologie op R.
Toon aan dat de verkregen ruimte aan het eerste aftelbaarheids-
axioma voldoet. Is de topologie verschillend van de gewone topologie

op R?

b) Beschouw alle deelverzamelingen van R van de vorm Ea;b); (a,b] met
a,beR; a < b,
Bewijs dat dit een subbasis is voor een topologie op R die geen
basis is. Is de topologie verschillend van de gewone topologie op

R en de topologie in (a) beschreven?

7ij Q de deelruimte van R bestaande uit alle positieve rationale
getallen en %) de deelruimte van R bestaande uit alle irrationale
getallen.

Kies een vaste aftelling van Q3 dus Q = r1, r2, evey on

Voor elk punt x &I zij i het natuurlijke getal met de eigenschap
i~-1 < x <1 en f(x) = rse

Bewijs dat f een continue afbeelding is van I op Q.



11. Zij C de familie van alle functies die gedefinigerd zijn op een
vaste verzameling A met waarden in [b,1].
Definiger o(f,g) = sup {|f(x) - g(x) | , x&A} voor f,eeC.

Bewijs dat (C,p) een metrische ruimte is.

12, Zij (X,T) het platte vlak met de gewone metrische topologie.
zij V(a,b,c,d) met a < by ¢ < d de verzameling van alle punten
(x,y) met a <x <benec <y < d,
Bewijs dat B= {V(a,b,c,d) | a <Db; e < a} u{d} een vasis is van
de topologische ruimte (X,t).
zij Ula,b) = {(x,y) | a < x < b}
en ﬁ(c,d) = {(x,7) | e <y < at.
Bewijs nu dat § = {U(a,b) | & < b}ﬂJ{ﬁ(c,d) | e < 4]

een subbasis iIs voor de topologische ruimte (X,t).

13. Beschouw de deelruimte C van het platte vlak gegeven door

C={(xy) |0<x<1,0<y <1}

Stel D de deelruimte van C gegeven door

D={(x,y) | 3 <x<1,3%<y<1].

Wat zijn de inwendige punten van de verzameling D in de ruimte C?

Wat is de rand van de verzameling D in de ruimte C?

14, Stel X een topologische ruimte.

Bewijs: 1) Als O1 en O2 niet lege disjuncte open verzamelingen zijn
van X, dan is de deelruimte 01&102 van X niet samenhangend.
2) Als ST en 82 disjuncte gesloten verzamelingen zijn van X,

dan is de deelruimte S.!US2 van X niet samenhangend.

15. a) Zij (X,7) een Hausdorffruimte waarin een echte open deelverzameling
bestaat die compact is.
Bewijs dat (X,t1) onsamenhangend is.
b) 7zij (X,t) een compacte onsamenhangende ruimte.
Bewijs dat er een compacte echte open deelverzameling in deze ruimte is.

c) Toon aan dat het gegeven "compact" in b) noodzakelijk is.

&
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17

18.

Stel X een overaftelbare verzameling met de eindig complement
topologie.,

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar-
heidsaxioma voldoet, doch wel separabel is.

Bewijs dat iedere deelverzameling van X compact is.

Stel X een overaftelbare verzameling met de aftelbaar complement
topologie (d.w.z. een deelverzameling A van X is open d.e.s.d.
wanneer X\ A aftelbaar is).

Bewijs dat X niet aan het eerste en niet aan het tweede aftelbaar-
heidsaxioma voldoet; X is ook niet separabel.

Bewijs dat iedere open overdekking van een deelverzameling van X

een aftelbare deeloverdekking bezit.

Stel X een vaste verzameling.

Stel Deen familie van deelverzamelingen van X met de eigenschap
dat iedere doorsnede van eindig veel elementen van ﬂgweer tot ﬁ3
behoort.

as U 55= X bewijs dan dat ﬁ}een basis voor een topologie op X is.



